Зияуддин Сардар, Джерри Рейвиц, Борин ван Лун 


МАТЕМАТИКА 


„в комиксах 


ЗАЧЕМ НУЖНА МАТЕМАТИКА, 
ОСНОВНЫЕ ТЕОРИИ, СИСТЕМЫ, 
И МНОГОЕ ДРУГОЕ... 


Зияуддин Сардар, Джерри Рейвиц, Борин ван Лун 


МАТЕМАТИКА 


ЗАЧЕМ НУЖНА МАТЕМАТИКА, 
ОСНОВНЫЕ ТЕОРИИ, СИСТЕМЫ, 
9 И МНОГОЕ ДРУГОЕ... 


БОМБОРА"" 


Москва 2019 


УДК 51 
ББК 22.1 
3-66 


ІМТВОООСІМС МАТНЕМАТ!С $ 
2іаџааіп Загааг апа Јеггу Вауей 


© 2013 Ісоп Воокѕ Ца 


Перевод Е. Васильченко 


Зияуддин, Сардар. 

3-66 Математика в комиксах: зачем нужна математика, основные 
теории, системы и многое другое... / Зияуддин Сардар, Джерри 
Рейвиц, Борин ван Лун ; [пер. с англ. Е. Васильченко]. — Москва : 
Эксмо, 2019. — 176 с. : ил. — (Наука в комиксах). 


15ВМ 978-5-04-098759-7 


Зачем нужна математика? 

Что такое особенные числа? 

Как открыли тригонометрию? 

Как появилась европейская математика? 

Неопределенность и вероятность. 

На эти и другие вопросы ответит книга «Математика в комиксах». 

Перед вами уникальная история математики от Древнего мира до совре- 
менности, прогресс и парадоксы этой удивительной науки. 
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Почему математика? 


Многие вздрагивают при одном только упоминании слова «математика». 
Они думают, что люди делятся на две категории. «Умников» — хорошо 
знающих математику, но с кем скучно на вечеринке... 


СМОТРИТЕ 
В ОБА, 
ОБЩАЯСЬ С 
МАТЕМАТИКАМИ, 
ХОРОШО? 


Но, как бы то ни было, математика нужна всем нам. Без математики 


жизнь немыслима. 


МАТЕМАТИКА НУЖНА 
НАМ В МАГАЗИНЕ, 
ДЛЯ ПРОВЕРКИ 
НАШИХ СЧЕТОВ И 
УПРАВЛЕНИЯ СЕМЕЙНЫМ 
БЮДЖЕТОМ... 


...И ЧТОБЫ ВЕСТИ 
СВОЙ БИЗНЕС. 


И 
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МАТЕМАТИКА е 777 жис 
РА Б АЖ (са 


НУЖНА, 
ЧТОБЫ СТРОИТЬ и СТРАХОВАТХ 
АВТОМОБИЛИ, 


ВЫПОЛНЯТЬ 
БАНКОВСКИЕ 


МАТЕМАТИКА НУЖНА 
ДЛЯ СОЗДАНИЯ КАРТ 
‚ И ПОИСКА ПУТЕЙ 

\\ МЕЖДУ ГОРОДАМИ... 


‚. ПУТЕШЕСТВИЙ 
ПО МИРУ И ДАЖЕ 
ДЛЯ ПОЛЕТОВ 
В КОСМОС! 


МАТЕМАТИКА — 
ЭТО ДВИГАТЕЛЬ НАШЕЙ 

ИНДУСТРИАЛЬНОЙ 
ЦИВИЛИЗАЦИИ. 


ЭТО ЯЗЫК 
НАУКИ, ТЕХНИКИ 
И ИНЖЕНЕРНОГО 


0 


ОНА НУЖНА АРХИТЕКТОРАМ 7 
И ДИЗАЙНЕРАМ, ЭКОНОМИСТАМ 
И МЕДИКАМ. 


ДАЖЕ ИСКУССТВО 
В КАКОЙ-ТО СТЕПЕНИ 
ОПИРАЕТСЯ НА 
МАТЕМАТИКУ. 


В самом деле, именно математика стала путеводителем по миру, в ко- 
тором мы живем, который формируем и меняем и частью которого 
являемся. И по мере того, как этот мир становится все сложнее, а фак- 
торы неопределенности в нашем окружении — все более актуальными 
и угрожающими, мы все чаще используем математику для анализа 
поджидающих нас рисков и противодействия им. 


Математика требует особого таланта и навыков, как любая другая область 
деятельности человечества, такая как, например, танцы. Насколько 
утонченно, изысканно и совершенно балетное искусство, настолько же 
математика элегантна и прекрасна. 


И хотя большинство из нас никогда не станут профессиональными 
артистами балета, все мы знаем, что такое танец и почти все умеем де- 
лать какие-то танцеваль- ) 


ные па. Точно так же > СТРАХ ПЕРЕД 
все мы должны знать, (| МАТЕМАТИКОЙ 
(М 
что такое математика, |. ФАНИ СТРАХУ ПЕРЕД 
ТАНЦАМИ. 

понимать основные | “ 

СЯ [ Е 
действия и уметь ими ОБА ПРЕОДОЛЕВАЮТСЯ 


пользоваться. С ПОМОЩЬЮ 


ПРАКТИКИ. 


МУЗЫКА ЕСТЬ 
ТАЙНОЕ УПРАЖНЕНИЕ 
В АРИФМЕТИКЕ, 
ВЕДУЩЕЙ СЧЕТ, НО 
НЕ СОЗНАЮЩЕЙ 
ЭТОГО ДУШИ. 
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Счет 


“ 


НАЧИНАЮЩИЕ 
ОСВАИВАТЬ МАТЕМАТИКУ 
В КАКОЙ-ТО СТЕПЕНИ 
ПОВТОРЯЮТ ПУТЬ, 
ПРОЙДЕННЫЙ 
ЧЕЛОВЕЧЕСТВОМ, 
В школе дети 


учатся считать, 
вычислять и измерять. 
Будучи однажды освоенными, эти 
приемы кажутся «элементарными». 
Но для обучаемых они полны таин- 
ственности. 


Названия чисел, особенно больших, 
звучат как заклинания. Счет до 
сотни становится утомительным, 

а добраться до тысячи — это как 
взобраться на гору! Какое число 
последнее, самое большое из 

всех? 


ЕСЛИ ТАКОГО ЧИСЛА НЕ 
СУЩЕСТВУЕТ, ТО ЧТО ЖЕ 
ТАМ В КОНЦЕ? 
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Как мы называем числа, как перечисляем их? Может, нам хватило бы 
лишь нескольких? Некоторые животные различают коллекции до пяти 
или семи элементов — все, что больше, для них просто «много». Не 
можем же мы до бесконечности выдумывать новые названия, зная, 
что числам нет конца. 


Индейцы дакота не имели письменности. 
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ВЕДЯ СЧЕТ ЗИМАМ, КАК 
ЗДЕСЬ. 
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Летописцы рисовали черными чернилами пиктограммы на ткани. 
Каждый год добавлялась новая пиктограмма, изображавшая главное 
событие прошедшего года. 


Лучший способ систематизировать названия чисел и счет — определить 
«основание» — число, которое отмечает начало нового счета. Простейшее 
основание — двойка. Например, гумульгал, один из коренных народов 


Австралии, считал примерно так: 


1 = игароп (один) 

2 = џкаѕаг (два) 

3 = игароп-иКазаг (один-два) 

4 = чказаг-иКазаг (два-два) 

5 = чКазаг-иКазаг-игароп (два-два-один) 


ВЫГЛЯДИТ ПРИМИТИВНО, 
И ВЕСТИ ТАКОЙ СЧЕТ 
УТОМИТЕЛЬНО. 


.««ВСТРОЕНА 
В ЦИФРОВЫЕ 
КОМПЬЮТЕРЫ И 
СЛУЖИТ ОСНОВОЙ , 
ДЛЯ ВСЕХ 
ВЫЧИСЛЕНИЙ. 


ТЕМ НЕ МЕНЕЕ 
ДВОИЧНАЯ СИСТЕМА, 
В КОТОРОЙ ТОЛЬКО ДВЕ 
». ЦИФРЫ — бИ 4....., 
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счисления с основанием 5, но более распространена система с осно- 
ванием 10. Также можно использовать другие основания. В старой 
британской валюте их было несколько: 12 (пенсов в шиллинге), 
20 (шиллингов в фунте) и даже 21 (шиллингов в гинее!). Про- 
давцам приходилось держать под руками счетные книги. И когда 
люди делали покупку в кредит, им могли сказать, например, 


НЕУЖЕЛИ КТО-ТО 
ЕЩЕ УМУДРЯЛСЯ 


ВЫЧИСЛЯТЬ 
отит 
что обста- 

новка гости- 
ной обойдется 
в 155 гиней, то 
есть им придется 
платить 104 неде- 
ли по одному фун- 
ту, 15 шиллингов 
и семь с полови- 
ной пенни. 


НЕУДИВИТЕЛЬНО, 
ЧТО ПОКУПКУ В 
КРЕДИТ НАЗЫВАЛИ 
«НИКОГДА- 
НИКОГДА»* — 


ТЫ НИКОГДА 
НЕ ЗАКОНЧИШЬ 
ПЛАТИТЬ! | 


*В АНГЛИЙСКОМ МЕМЕК-МЕМЕК — ПОКУПКА 
В РАССРОЧКУ — ПЕРЕВОДИТСЯ КАК 
10 «НИКОГДА--НИКОГДА». 


Основание 20 (пальцы на руках и на ногах?) также широко распростра- 
нено. Такая система счисления используется народом йоруба, и основана 
она на операциях сложения и вычитания. В их языке числа от одного 
(окап) до десяти (еема) имеют разные названия. Числа от одиннадцати 
до четырнадцати выражаются как сложение, например: одиннадцать 
обозначается как «на один больше десяти», а четырнадцать — «на че- 
тыре больше десяти». А начиная с пятнадцати числа выражаются как 
вычитание, например: пятнадцать обозначается как «на пять меньше 
двадцати», а девятнадцать — «на один меньше двадцати». Основание 20 
еще сохранилось во Франции, где восемьдесят — это «четыре по двад- 
цать», а девяносто девять — «четыре по двадцать и еще девятнадцать». 


и 


ТЕ, КТО ИМЕЕТ 
ДЕЛО С КОМПЬЮТЕРАМИ, 
ИСПОЛЬЗУЮТ СИСТЕМУ 
СЧИСЛЕНИЯ С 
ОСНОВАНИЕМ 2. 
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Нельзя сказать, что какое-то основание «лучше» других. Разные си- 
стемы счисления придумывались для разных целей: одни проще за- 
поминаются, другие удобнее для устного счета, третьи лучше подходят 
для вычислений ит. д. 


ПОСЛЕ ВЫБОРА ОСНОВАНИЯ 
ДЛЯ СИСТЕМЫ СЧИСЛЕНИЯ МОЖНО 
ОПРЕДЕЛИТЬ ЧЕТЫРЕ БАЗОВЫЕ 

АРИФМЕТИЧЕСКИЕ 


ОПЕРАЦИИ... Л 
сө 


ҚТА 


МШ 


.. КОТОРЫЕ ЛЕГКО 


ЗАПОМИНАЮТСЯ, 
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Запись чисел 


Счет не требует наличия письменности в ӨТ что- 
бы выполнять вычисления, в этом случае нужно обладать 
недюжинной памятью и особыми навыками. По мере рас- 
пространения письменности в разных цивилизациях возни- 
кали разные, порой очень сложные системы записи чисел. 


Ацтеки использовали систему счисления с основанием 
20 и четырьмя базовыми символами. 


Число 1 обозначалось кружком — Фф 
зерном маиса. 


Число 20 обозначалось флагом. [ 
Число 400 изображалось стеблем маиса. % 


В Число 8000 обозначалось изображением 
» соломенной куклы из стеблей маиса. 


Этими символами можно изобразить любое чис- 
ло. К примеру, число 9287 изображается так: 


о 
В системе записи чисел майя было только три символа: 
ө 
1 
.. 
2 
5% ...БОЛЬШАЯ и 
ТОЧКА ® ИЗОБРАЖАЛА 
ЕДИНИЦУ, 


.. ЧЕРТА 


ИЗОБРАЖАЛА 
ПЯТЕРКУ, 
РС? 


...А РАКУШКА — 
НОЛЬ. 


е 
— Фе 0 — ил. 15 
16 оо 
Ж ЖИ 3 д, число: 20 аҙоброжалловв- мәж «ПП» 
17 


Древние египтяне (4000-3000 лет до н. э.) использовали для записи 
чисел пиктографическое письмо (иероглифы). 


ПЕРВАЯ ПИКТОГРАММА 
ИЗОБРАЖАЛА ЕДИНИЦУ, А 
КАЖДАЯ ПОСЛЕДУЮЩАЯ — 
ЧИСЛО В 40 РАЗ РОЛЬШЕ 
ПРЕДЫДУЩЕГО, И ТАК ДО 
ДЕСЯТИ МИЛЛИОНОВ. 


1 10 100 1000 10000 100 000 1 000 000 10 000 000 


ТОЗУ © 
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Вавилоняне (2000 лет до н. э.) использовали систему счисления с ос- 
нованием 60 и обозначали цифры следующими символами: 


О 90 в [7)) во0/Г о”) (7 ”) 


Позднее они развили систему, основанную только на двух знаках: 


1 ОБОЗНАЧАЛ 4 (ИЛИ 60, В ЗАВИСИМОСТИ ОТ ПОЗИЦИИ) < И ОБОЗНАЧАЛ 40 


Число 95 в этой системе можно записать так: 


95 = 60(1) + 55: | ; < ТИ 


ЗНАЕШЬ, Я УЖЕ 
ПОТЕРЯЛ СЧЕТ 
МОИМ ЖЕНАМ... 


Я ПОЙДУ К 
ПОДНОЖИЮ НАШЕЙ 
БАШНИ! 


ВАВИЛОНЯНИН, Я МОГ 
БЫ ПРОВЕСТИ ЕЩЕ 
ПОЧТИ ЦЕЛЫЙ ЧАС 

СЕГОДНЯ УТРОМ 

В ПОСТЕЛИ... 


Вавилонская шестидесятеричная система сохранилась и по сей день. 
В круге 360 градусов. В часе шестьдесят минут. В минуте шестьдесят 
секунд. 


16 


Древние китайцы (1400-1100 лет до н. э.) использовали систему счис- 
ления с основанием 10 и символы, обозначавшие числа от одного до 
десяти, сто, тысячу и десять тысяч. Позже, около ІІІ века дон. э., китайцы 
придумали систему за- 
писи чисел с исполь- 
зованием прямых ли- 
ний (прутиков). 


ДА! ЭТО ТИПИЧНЫЙ 
ВОСТОЧНЫЙ 
СТЕРЕОТИП - 


определять представления 

чисел от одного до девяти, 

которые потом можно 

располагать вертикально: 


ТЕШТЕТШЕГЕТЕТІ 


или горизонтально: 


Обычно вертикальное расположение использовалось для обозначения единиц и сотен, 
а горизонтальное — десятков и тысяч. Так число 6708 можно записать так 


где пустое место обозначает «ноль». 
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Китайцы сделали великое изобретение, отделив запись чисел от устного 
счета. В этой системе значение цифры зависело от ее местоположения в 
записи числа. Так, «2» могла означать два, 20 или 200, в зависимости 
от местоположения. Это сделало ненужным обозначение оснований бо- 
лее высоких порядков — мы знаем, что 2 в числе «234» означает 200. 


ЭЛЕМЕНТАРНО, 
МОЙ ДОРОГОЙ ВАТСОН. ВОТ 
ЧИСЛО 2689, ИЗОБРАЖЕННОЕ 
ФИГУРАМИ, РАЗМЕРЫ КОТОРЫХ 

ПРОПОРЦИОНАЛЬНЫ ОБОЗНАЧАЕМЫМ 
ИМИ ВЕЛИЧИНАМ! ЭТО И ЕСТЬ 
ЗАВИСИМОСТЬ «ЗНАЧЕНИЯ» ОТ 
«МЕСТОПОЛОЖЕНИЯ»... 


ЦИФРА «9» ТАКА 
МАЛЕНЬКАЯ, 
ЧТО МНЕ ПРИШЛОСЬ 
ВЗЯТЬ ЛУПУ, ЧТОБЫ 

\ ПРОЧИТАТЬ ЕЕ. 
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е Индийцы разработали три разные системы 
счисления. 


1 
Юя 


| іше я 
ИИИ 
| һ ім ТШ/ 
1 ІНІ | | 
В Кхароштхи (400-200 лет до н. э.) использо- 
вались отдельные символы для обозначения 
чисел десять и двадцать и числа до сотни кон- 
струировались путем сложения. 


В Брахми (300 лет до н. э.) использовались 
отдельные символы для цифр один, четыре, 
девять, десять, сто, тысяча и так далее. 


В Гвалиоре (примерно 850 год н. э.) использо- 
вались символы для чисел от одного до девяти 
и нуля. 


ЗАДУМАЙТЕ 
ЧИСЛО... ТЕПЕРЬ 
УДВОЙТЕ ЕГО... 
УТРОЙТЕ... 
УЧЕТВЕРИТЕ... 


Индийцы не испытывали сложностей с обозна- 
чением больших чисел. В древних индуистских 
текстах можно встретить названия довольно 
больших чисел, таких как 1000000000000 
(рагагаһа)! 


У древних греков (900 год до н. э. — 
200 год н. э.) существовали две па- 
раллельные системы. Первая была 
основана на начальных буквах назва- 
ний 17 чисел. Так, цифра пять обо- 
значалась буквой пи, десять — буквой 
дельта, сто — античной формой бук- 
вы Н и так далее. Вторая возникла 
в |1] веке ДОН. э., в ней использова- 
лись все буквы греческого алфавита 
и ещетри из финикийского алфави- 
та, образуя в сумме 27 числовых сим- 
волов. Первые девять букв алфавита 
означали числа от 1 до 9; следующие 
девять обозначали десятки от 10 до 
90; и последние девять описывали 
сотни от 100 до 900. 


МЫ, ГРЕКИ, БОРОЛИСЬ 
С РОЛЬШИМИ ЧИСЛАМИ, 
И НАША ФОРМА ЗАПИСИ 
ДЕЛАЛА НЕВЕРОЯТНО 
ТРУДНЫМ ВЫХОД ЗА РАМКИ 
«МИРИАДА» (40 000). 


Римская система записи (400 год 
ДОН. э. — 600 год н. э.) имела всего 
семь символов: | для 1, У для 5, Х 
для 10, і для 50, С для 100, О для 
500 и М для 1000. 


Числа записываются слева направо, 
цифры с наибольшими значениями 
располагаются слева и суммируются 
для получения обозначенного числа. 


Например, 1Х — это число 60. 


Если слева находится цифра с мень- 
шим значением, она должна вычи- 
таться из цифры справа. Например, 
МСМ обозначает число 1900. 


Римские цифры и по сей день ис- 
пользуются как украшение, но для 
быстрых вычислений они не под- 
ходят. 


22 


Использование алфавита для записи чисел способствовало зарожде- 
нию и развитию искусства гадания, называемого «гематрия». Взяв 
любое слово, например имя, в нем можно переставить буквы, чтобы 
сформировать число, и затем тщательно изучить его качества и зна- 
чения. Любой, чье имя давало 666 (библейское «число зверя»), был, 
очевидно, злом во плоти! 


ТОЛЬКО БЛАГОДАРЯ 
МНЕ, ДЕКАРТУ, И МОИМ 
ПОСЛЕДОВАТЕЛЯМ В ЕВРОПЕ 
МАТЕМАТИКА СТАЛА ПОЛНОСТЬЮ 
«СВОБОДНОЙ ОТ ИЛЛЮЗИЙ», ПО 
КРАЙНЕЙ МЕРЕ ДЛЯ 
` ОБРАЗОВАННОЙ ЭЛИТЫ. 


ТЕПЕРЬ ПРЕКРАТИ 
НЕСТИ ЭТОТ БРЕД, 
ИЛИ Я НАЛОЖУ НА 
ТЕБЯ ПРОКЛЯТЬЕ. 


ЛОХИЕ НОВОСТИ, 
ДОБРЫЙ ЮНОША! 
| ВАШЕ ИМЯ СОДЕРЖИТ 
| ЧИСЛО «ПОРОЖДЕНИЯ 
САТАНЫ». 


Я ДЕРЖУ ЛЕКАРСТВО 


ОТ ЭТОГО НЕДУГА, 
МОЯ ЛЕДИ, 
ГОВОРЯТ, ЧТО 


ВО ВТОРОЙ МИРОВОЙ ВОЙНЕ 
НЕКОТОРЫЕ ХРИСТИАНЕ 
ФУНДАМЕНТАЛИСТЫ 
ОПОЛЧИЛИСЬ ПРОТИВ МЕНЯ, 
ПОТОМУ ЧТО В МОЕМ ИМЕНИ 
БЫЛО ОТКРЫТО 
ЧИСЛО 666. 


ТЫ 
СМОТРИШР 
НА МОЮ 
КРУЖКУ 
ПИВА? 


Мусульманская цивилизация (с 650 года н. э. по нынешнее время) 
создала две системы записи чисел. Они были похожи, но одна исполь- 
зовалась в восточной части мусульманского мира (Аравия и Персия), 
а другая — в западной (Магриб и мусульманская Испания). Обе содер- 
жали по десять символов, от нуля до девяти. 


Восточный набор: % 4 Л М Ы! а % М Ж 


Западный набор: 1234567890 


Восточный набор все еше используется в арабском мире. Западный 
набор теперь известен как «арабские цифры»--и этой системой мы 
пользуемся сейчас. 


СЛЕДУЮЩИЙ 
АВТОБУС 934, 
Я ПОЛАГАЮ. 


НЕТ, ЭТО 
250, НЕУЖЕЛИ В 
ВЫ НЕ НЕ СПРАШИВАЙ МЕНЯ, 
ВИДИТЕ? Я НЕ РАЗБИРАЮСЬ В 


ЭТИХ НОВОМОДНРІХ 
‚ ЗАПАДНЫХ ШТУКАХ. 
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Ноль 


Ноль — относительно позднее изобретение (около МІ века н. э.) и, по всей 
видимости, является совместным продуктом китайской и индийской 
цивилизаций. Китайцам нужно было как-то обозначить пустое место 
в их позиционной форме записи чисел. Например, как представить пу- 
стое место в числе «двести пять»? Просто написать 25 — неправильно, 
нужно чем-то «заполнить» пустое, чтобы получить запись вида 2-5. Но 
полное понимание нуля было развито в индийской цивилизации, где 
философские спекуляции на пустоте были сильно развиты. 


ОТВЕТ — 
БОЛЬШОЕ 
ничто. 


Такого рода культурный 
фон был крайне важен, 
потому что ноль весьма 
своеобразен. В одних 
случаях он ведет себя 
как обычное число — 
его без ограничений 
можно использовать 
в операциях сложения. 


НО УМНОЖЕНИЕ 
НА НОЛЬ ДАЕТ 
В РЕЗУЛЬТАТЕ НОЛЬ. 
ЭТО ПОЗВОЛЯЕТ 
СОЗДАВАТЬ ПАРАДОКСЫ 
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ 
УРАВНЕНИЙ, ТАКИХ 
КАК 2 ХО = 4Х0. 
ЕСЛИ В НЕМ СОКРАТИТЬ 
НОЛЬ, ПОЛУЧИТСЯ 


\ 


м 
А ЧТО - 
ПОЛУЧИТСЯ... , ЕСЛИ —` 


РАЗДЕЛИТЬ “55535 
ЧТО-НИБУДЬ 
НА НОЛЬ? 


2 А 
МЛ 
54 


е 
(е КИЧ 
“Ху 


1 


қ Б Ву ! 
$ ЛИ Й 4 \ 
; Ш 972) 2 

7, 


Хотя ноль необходим для расчетов, мы исключаем его из счета. Первый 
элемент в ряду мы не называем «нулевым». Этот парадокс проявляется 
в календаре: 1900 год относятся к ХХ столетию, потому что в западном 
календаре, ведущем отсчет от Рождества Христова, нет нулевого века. 
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Кроме того, ноль имеет два значения, как, например, в «шутке про 
окаменелость». Музейный гид рассказывает школьной экскурсии: 


ЭТОЙ ОКАМЕНЕВШЕЙ 
КОСТИ ШЕСТЬДЕСЯТ 
ПЯТЬ МИЛЛИОНОВ ЛЕТ 
И ЧЕТЫРЕ ГОДА. 


ОТКУДА ТАКАЯ 
ТОЧНОСТЬ? 


592 оаа" 


М 


чук 


НУ, КОГДА Я УСТРОИЛСЯ 
НА ЭТУ РАБОТУ, МНЕ СКАЗАЛИ, 
ЧТО ЕЙ 65 000 000 ЛЕТ... А 
БЫЛО ЭТО ЧЕТЫРЕ ГОДА 
НАЗАД, 


Разумеется, все видят, что это 
смешно, но одна из учениц сложила... 


...Прямо как ее научили в школе! Никто не 
сказал ей, что шесть нулей после 65 — это лишь 
«заполняющие» цифры, не «счетные». В таких 
случаях действует не только правило 0 х 4 = 0, но 
также 0 + 4 = 0! Возможно, именно такие парадоксы (от которых уче- 
ники сейчас надежно защищены) заставляли математиков прошлого 
с подозрением относиться к таким странным числам, как ноль. 
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Особенные числа 


КРОМЕ НУЛЯ, 
ЕСТЬ ДРУГИЕ 

ВИДЫ ОСОБЕННЫХ 
ЧИСЕЛ, КОТОРЫЕ 
ВАЖНО ЗНАТЬ. 


Некоторые из них — «числа 
с личностью» - можно рас- 
сматривать как обладающие 
магическими свойствами. 
Числа 3, 5, 7 и 13 — все они по-своему особенные. 
Существуют также числа, привлекающие внимание 
своими арифметическими свойствами. 


Простые числа — это числа, кото- 
рые делятся только на себя и на 1. 


НАПРИМЕР: 3, 5, 1, 44, 
42, 43, 49... 


Совершенные числа— это числа, равные сумме всех своих 
собственных делителей. То есть число 6, кратное числам 
1, 2и 3, является совершенным, потому что 1 + 2 + З = 6. 


ДРУГОЕ ТАКОЕ ЧИСЛО 
970 28 = 1+2 + 4 + 
7 + ЛА. СЛЕДУЮЩЕЕ 496... 
ПОПРОБУЙТЕ ВЫЧИСЛИТЬ 
ЕЩЕ ОДНО! 


РАЗРЕЗАЕМ 
ПИРОГ... 


В ДРЕВНИЕ ВРЕМЕНА 
ТАКИЕ ЧИСЛА СЧИТАЛИСР 
ОСОБЕННЫМИ — ОТСЮДА 
И НАЗВАНИЕ, 


Отрицательные числа — это числа меньше нуля (как 
температура в холодный день) и обозначаются 
ТАК ЧТО, ДВЕ знаком минус. Они незаменимы, но имеют 


ОШИБКИ — свои парадоксы, например: (-1) х (-1) = +1. 
ОШИБКОЙ НЕ 
СЧИТАЮТСЯ? 


Дробное, или рациональное, число — вели- 
чина, которую можно выразить как отношение 

двух целых чисел, например 2/3. Такие числа необходимы 
для вычислений, но их нельзя использовать для счета 
(поскольку нет ни «единичной» дроби, ни «последующего 
значения», подобно тому как 5 следует за 4). По- 
этому прошло много времени, прежде чем они 
были признаны числами. Кроме того, к ним 
применяются свои, особые правила ариф- 
метики, довольно сложные для понимания. 


И 


Все перечисленные типы чисел были известны в других 
о великих цивилизациях, таких как индийская или ки- 
4 тайская. По мере развития теоретической математики, 
сначала в Греции, постоянно выявлялись новые странные 
свойства чисел, для которых придумывались новые типы. 


ПОПРОБУЙ 
СЛОЖИТЬ 2/5 И 
4/3: РАЗРЕЗАЕМ 
БЛИНЧИК... 


ЧИСЛА, ВОТ 
ЧЕРТ! 


Өкбік они | 
ЖЕ ИЗОБРАЖАЮТ 


Иррациональные числа — это числа, которые нельзя выразить от- 
ношением двух целых чисел. Важным примером является число У2, 
порожденное геометрическими операциями. Это длина гипотенузы пря- 
моугольного треугольника с катетами 
единичной длины. Такие числа 
называют иррациональными. 


НЕКОТОРЫЕ ВЕЛИЧИНЫ 
ЯВЛЯЮТСЯ СЛИШКОМ 

«ИРРАЦИОНАЛЬНЫМИ» ИЗ—ЗА 

НЕВОЗМОЖНОСТИ ВЫРАЗИТЬ ИХ 
ДАЖЕ ЧИСЛАМИ, ПОЛУЧАЕМЫМИ 
В РЕЗУЛЬТАТЕ АЛГЕБРАИЧЕСК 
ОПЕРАЦИЙ, р 


НАИБОЛЕЕ 
ИЗВЕСТНЫМ ЯВЛЯЕТСЯ 
число «пи», или Л, - 
ОТНОШЕНИЕ АЛИНЫ 
ОКРУЖНОСТИ 
К ЕЕ 
ДИАМЕТРУ. 


Задача приведения 
этого отношения 
к иррациональному 
числу была названа 
задачей «квадра- 
туры круга». Мате- 
матики пытались 
решить ее столети- 
ями, пока наконец 
. не было доказано, 
что это невозмож- 
но. Такие числа 
были названы... 


«ПИ»... 
«ПИРОГ», 
НАМЕК 
ПОНЯТЕН? 


Мнимые числа получаются, когда действительные числа умножаются 
на «мнимую» величину, квадратный корень из минус единицы (У-1). 


Когда мнимые числа прибавляются к обычным, или действительным 
числам, сумма называется комплексным числом. 


ТАКИЕ ЧИСЛА ПРОЩЕ 
ПРЕДСТАВЛЯТЬ КАК ТОЧКИ 
НА ПЛОСКОСТИ, И ОНИ 
ИМЕЮТ СВОЮ, ОСОБУЮ 
АРИФМЕТИКУ. 


КОМПЛЕКСНАЯ 
ПЛОСКОСТР 


КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА 
ИСПОЛЬЗУЮТСЯ ДЛЯ 
ПРЕДСТАВЛЕНИЯ РЕГУЛЯРНО 
ИЗМЕНЯЮЩЕЙСЯ ВЕЛИЧИНЫ, 
ТАКОЙ КАК ПЕРЕМЕННЫЙ 

ЭЛЕКТРИЧЕСКИЙ ТОК. 
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Большие числа 


Многие из нас испытывают благоговейный страх перед большими 
числами, потому что их реальная величина с трудом поддается оценке. 


АСТ» 
ВЕЛИК | 
ЭТО ТЫСЯЧА 


о о0о МИЛЛИОНОВ. 


МИЛЛИАРД ДНЕЙ НАЗАД 
ЧЕЛОВЕК ТОЛЬКО СОБИРАЛСЯ 
ПОЯВИТЬСЯ НА ПЛАНЕТЕ 
ЗЕМЛЯ. 


МИЛЛИАРД МИНУТ СО ДНЯ 
РОЖДЕНИЯ ХРИСТА ПРОШЕЛ 
В 1903 ГОДУ. МИЛЛИАРД 
СЕКУНД НАЗАД РОДИЛИСЬ 
ЛЮДИ, КОТОРЫМ СЕЙЧАС 
ТРИДЦАТЬ ОДИН ГОД, 


Сто миллиардов кажется еще более колоссальным числом. Но в наше 
время для страны, в особенности развивающейся страны, такая сумма 
долга — в порядке вещей. Если страна-должник 

с таким долгом будет платить по одному 
фунту/доллару в секунду, двадцать 
четыре часа в сутки, семь дней 
в неделю и пятьдесят две не- 
дели в году, она выплатит 
долг за 3180 лет... 


Как легко достичь больших чисел, иллюстрирует пример с известными 
«письмами счастья». Человек отправляет письмо двум друзьям с прось- 
бой к каждому из них скопировать письмо и отправить его двум своим 
друзьям и так далее. Первый человек посылает 2 письма; на втором 
шаге, будет послано 2 х 2, или 4 письма; на третьем шаге — 2 х 2 х 2, 
или 8 писем. Сколько шагов потребуется, чтобы количество писем до- 
стигло миллиарда? 


ТРИДЦАТАЯ 
ГРУППА 
ЛЮДЕЙ В 

ЭТОЙ ЦЕПОЧКЕ 
ПОШЛЕТ 

4 043 144 

824 ПИСЬМА! 


ДЕЙСТВИТЕЛЬНОСТИ 
ЭТОГО НИКОГДА НЕ | 
СЛУЧИТСЯ! У ЛЮДЕЙ 
“ПРОСТО ЗАКОНЧАТСЯ 
ДРУЗЬЯ. 


Степени 


ОТЛИЧНАЯ 
ГРОЗА! СИЛЫ 
НАПОЛНЯЮТ 
МЕНЯ! 


Обычна фор- 
ма записи мил- 
лиарда выгля- 
дит громоздкой: 
1 000 000 000. 
К счастью, для боль- 
ших чисел есть более 
удобная форма записи. 
Взгляните, чему на самом 
деле равен миллиард: 


10х10 х 10 х 10 х 10х10 
10 х 10 х 10 


То есть если произведение двух 
десяток можно обозначить как 
102, трех — как 103 и так далее, 

тогда миллион можно записать как 

10%, а миллиард — как 109. Более 
того, пять миллиардов можно запи- 
сать как 5 х 109. 


Возведение в степень означает всего 
лишь умножение числа на само себя столь- 

ко раз, сколько указано в степени. То есть 
25 означает 2 х 2 х 2 х 2 х 2, или 32. 
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Рассмотрим поближе эту форму 
записи на примере следующей 
задачи. 


КАКОЕ 
НАИБОЛЬШЕЕ 
ЧИСЛО можно 

ЗАПИСАТЬ ТРЕМЯ 

ДВОЙКАМИ? 


РРР 


© ЫРКЫ 
127 7772ж 


ВОТ КАКИЕ 
ВОЗМОЖНЫ 
ВАРИАНТЫ. ДМ ! 


Наименьшее из них 227- 24 = 16. Затем идет 222. Потом 222 = 484. 
И наибольшее — 222 = 4194304. 


Форма записи степени применима также к дробям. Чтобы превратить 
степень в дробь, достаточно добавить знак минус перед показателем 
степени. То есть 10-і означает 1/10; 1072 — это 1/100; 10-3 — 1/1000 


и так далее. 


ИЗОБРАЖЕНИЯ УВЕЛИЧИВАЕТСЯ 


3 СТЕПЕННОЕ ОТНОШЕНИЕ `. 
А. ПОМОГАЕТ ВЫРАЗИТЬ ЗАКОН” 
УВЕЛИЧЕНИЯ ЧЕГО-ЛИБО., 


НАПРИМЕР, ЕСЛИ 
РАССТОЯНИЕ МЕЖДУ 
ПРОЕКТОРОМ И 
ЭКРАНОМ УДВАИВАЕТСЯ, 
ИЗОБРАЖЕНИЕ НА ЭКРАНЕ 
СТАНОВИТСЯ БОЛЬШЕ НЕ В 
ДВА РАЗА, А В ЧЕТЫРЕ. 


ЕСЛИ РАССТОЯНИЕ 
УТРАИВАЕТСЯ, ПЛОЩАДЬ 


В ДЕВЯТЬ РАЗ. 


Аналогично, если увеличить 
фотографию или карту вх раз, 
нам потребуется в х? раз больше 
бумаги. 


к. зи " 


х, х2, ХЗ, х“их5 называются первой, второй, третьей, четвертой и пятой 
степенями х. Ранее степени описывались как «квадратные» и «кубиче- 
ские» в соответствии с их геометрическим смыслом. Разумеется, вместо 
2, 3, 4 или 5 можно использовать любые числа. Символ п в показателе 
степени означает «любое число», то есть о выражении х" мы говорим, 
что это п-ная степень х. 


ДОЛГОЕ ВРЕМЯ 
МАТЕМАТИКИ ПРИХОДИЛИ 
В ЗАМЕШАТЕЛЬСТВО ОТ 
БОЛЬШИХ СТЕПЕНЕЙ; ОНИ 
НЕ МОГЛИ ВООБРАЗИТЬ 

ГИПЕРПРОСТРАНСТВО, ФОРМУ 

КОТОРОГО ОПИСЫВАЛИ, 
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В своей «Блестящей книге о науке арифметики», написанной в девят- 
надцатилетнем возрасте, мусульманский математик Самау-аль-Яхья 
аль-Маграби (умер в 1175) впервые ввел определение... 
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21-та ВОЗВЕДЕННОЕ В 
же НУЛЕВУЮ СТЕПЕНЬ, 
ЕСТЬ ЕДИНИЦА. 


Қата 
Уд Я Ұ 
Үс 
>‘ “ы 
ма) 


ПОТОМУ ЧТО, ЕСЛИ 
УМНОЖИТЬ ЛЮБОЕ ЧИСЛО 
САМО НА СЕБЯ «ВООБЩЕ 
НИ РАЗУ», ПОЛУЧИТСЯ 
ЕДИНИЦА, 


Логарифмы 


Логарифм — это степень, в которую 
нужно возвести число, чтобы полу- 
чить другое число. Первое число 
называется основанием. Поскольку 
10? = 100, 109,100 = 2. Мы читаем 
это как: логарифм по основанию 10 
из сотни равен 2. 


Наиболее часто в практике исполь- 
зуются логарифмы с основанием 
10 и числом е (смотрите ниже). 


Так же как х° = 1 для любого х, 
(04 1 = О для любого основания. 


Чтобы умножить или разделить 
два выражения с логарифмами, 
мы используем тот факт, что умно- 
жение и деление степеней числа 
соответствуют сложению и вычи- 
танию их показателей степеней. 
То есть логарифм произведения 
{од (хху) равен сумме логарифмов 
(00 х + [од у. 


СЛОЖЕНИЕ КУДА 
КАК ПРОЩЕ 
УМНОЖЕНИЯ, 
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Логарифмы — это великое средство упрощения длинных и сложных 
вычислений. Для умножения (или деления) двух чисел можно просто 
найти их «логарифмы» в таблице, сложить (или вычесть) их и, наконец, 
найти результат в таблице и прочитать сумму (или разность). 


0212 (9253 0294 


МНЕ ПРИДЕТСЯ 
ИСПОЛЬЗОВАТЬ МОИ 
ЛОГАРИФМИЧЕСКИЕ 

ПРАВИЛА И 
ЛОГАРИФМИЧЕСКИЕ 
ТАБЛИЦЫ... 


Первые таблицы были созданы шотландским 
математиком Джоном Непером (1550-1617). Лога- 
рифмы в них имели основания е и назывались «нату- 


ральными» (из-за основания) или «неперианскими» 
(в честь изобретателя). 


Вычисления 


Процесс манипулирования числами раз- 
личных типов, чтобы получить ответ, мы 
7 называем вычислением. Все математиче- 
7 ские операции включают в себя вычисления. 


‘‹\ Когда-то вычисления производились с помо- 
г) щью камней. Древние греки использовали 
$] гальку для счета и простых вычислений. Ко- 
5| рень английского слова «саісшаїе»! имеет ла- 
| тинское происхождение и означает «галька». 


» Го 


эн 


ОТ 
КЕ 444, 
хани 


ТЫ 


-«" 


До недавнего времени для расчетов широ- че. с — 


ко использовались счеты с костяшками на | (а: { ( -4% 
стержнях. Даже сегодня опытные счетоводы 


управляются с костяшками на счетах намного | ( ( “ 4 ( к і 
быстрее, чем операторы с цифровыми клави- | ў 4 4 | 5 ( 


атурами! 4 і ( (““ 


1 «Вычисление». — Прим. перев. 
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Вычислительные устройства бывают двух основных видов: сумматоры, 
ограниченные сложением и вычитанием, и калькуляторы, которые 


выполняют не только умножение и деление... 


Первый сумматор 
был изобретен 
французским ма- 
тематиком Блезом 
Паскалем (1623- 
1662) в 1642 году 
и мог только скла- 
дывать с пере- 
носом. В 1671-м 
немецкий матема- 
тик и философ Гот- 
фрид Вильгельм 
Лейбниц (1646- 
1716) сконструи- 
ровал устройство, 
которое могло ум- 
ножать за счет 
многократного сло- 
жения. 


...А ТАКЖЕ ИМЕЛО 
МНОЖЕСТВО ДРУГИХ 
ФУНКЦИЙ. 


ЛЕЙБНИЦ 


9. У 


ВЫЧИСЛЕНИЙ, КАКИМИ 
БЫ СЛОЖНЫМИ ОНИ 
НИ БЫЛИ, НЕ ВСЕГДА 
ДОСТАТОЧНО ДЛЯ РЕШЕНИЯ 
ЗАДАЧИ. ИНОГДА ТРЕБУЕТСЯ 
РЕШАТЬ УРАВНЕНИЯ. 


В 1822-м английский 
математик и изобрета- 
тель Чарльз Беббидж 
(1792-1871) построил 
маленькую счетную ма- 
шину. Десятью годами 
позже он задумал свою 
«разностную машину», 
предшественницу цифро- 
вого компьютера. Затем 
он приступил к реализа- 
ции более амбициозного 
проекта — «аналитиче- 
ской машины», которая 
так и не была завершена. 
Однако была создана ко- 
пия части этой машины, 
которая сейчас находится 
в Музее науки в Лондоне. 
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Уравнения 


Уравнения — это самая сердцевина математики. За исключением 
элементарной математики, уравнения используются во всех разделах 
академической и прикладной математики, а также в физических, био- 
логических и социальных науках. 


Как следует из названия, уравнение — это утверждение о равенстве 
двух выражений. Обычно уравнения включают неизвестные величи- 


ны; чаще их называют переменными, реже — константами или даже 
параметрами. Уравнения также можно использовать для определения 
величин или выражения отношений между переменными. 


КОГДА УРАВНЕНИЕ 
ИСПОЛЬЗУЕТСЯ ДЛЯ 
ВЫРАЖЕНИЯ ЗАДАЧИ 

ПОИСКА ЗНАЧЕНИЯ ОДНОЙ 

ИЗ ПЕРЕМЕННЫХ, ТАКАЯ 

ПЕРЕМЕННАЯ 

НАЗЫВАЕТСЯ... 


.. «НЕИЗВЕСТНЫМ», 


До изобретения уравнений математические задачи решались мно- 
жеством хитроумных и сложных методов. Теперь все свелось к очень 
простой форме. 


В уравнении 5х + 8 = 23, х — это неизвестное значение, которое тре- 
буется найти. Можно пойти путем проб и ошибок, а можно выполнить 
пару простых операций (вычесть 8 из обеих частей, а затем разделить 
обе части на 5). 


Это — «Х», ИЛИ «НЕИЗВЕСТНАЯ 
ВЕЛИЧИНА», ТАКИХ ВЕЛИЧИН ТУТ 


ПЯТЬ. 
Ж 


УРАВНЕНИЯ 
ПОХОЖИ НА ВЕСЫ 
С НАБОРОМ ГИРЬ, 
ГДЕ ЗНАК РАВЕНСТВА 
ЯВЛЯЕТСЯ ТОЧКОЙ 
РАЛАНСА. 


х Е З 
Это уравнение «удовлетворяется», или «решается», когда х = 3, потому 
что в этом случае обе стороны уравнения становятся одинаковыми. 


Уравнение, которому удовлетворяют любые значения переменных, 
называется тождеством. Например, уравнение (х + у)? = х2 + 2ху + у2— 
это тождество, потому что оно истинно для всех возможных значений 
неизвестных. Такие тождества весьма полезны при алгебраических 
преобразованиях, поскольку позволяют заменить сложные выражения 
простыми. 
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ЛИНЕЙНОЕ УРАВНЕНИЕ СОДЕРЖИТ ТОЛЬКО 
ПЕРЕМЕННЫЕ В ПЕРВОЙ СТЕПЕНИ, КАК 
В УРАВНЕНИИ 5Х + 8 = 23, ОНИ 
НАЗЫВАЮТСЯ ЛИНЕЙНЫМИ, ПОТОМУ ЧТО ИХ 
ГРАФИКИ ЯВЛЯЮТСЯ ПРЯМЫМИ ЛИНИЯМИ. 


В КВАДРАТНЫХ УРАВНЕНИЯХ 
ИМЕЕТСЯ ЕДИНСТВЕННАЯ ПЕРЕМЕННАЯ, ВОЗВЕДЕННАЯ В 
СТЕПЕНЬ 2. ТАКИЕ УРАВНЕНИЯ ВСЕГДА ИМЕЮТ ДВА КОРНЯ, 
КОТОРЫЕ, ВПРОЧЕМ, МОГУТ БЫТЬ РАВНЫ ДРУГ ДРУГУ. 
НАПРИМЕР, ОБА УРАВНЕНИЯ, Х2 = 4 И 22 - ЗХ + 3 = 5, 
ЯВЛЯЮТСЯ КВАДРАТНЫМИ. ИХ КОРНЯМИ ЯВЛЯЮТСЯ 
СООТВЕТСТВЕННО, (+2, -2) и (2, -4/2). ПРИМЕРОМ 
УРАВНЕНИЯ С ДВУМЯ ОДИНАКОВЫМИ КОРНЯМИ МОЖЕТ 
СЛУЖИТЬ Х2 - 4Х + 4 = 0. ОНО ИМЕЕТ 
ДВА КОРНЯ Х = 2. 


В КУБИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЯХ ИМЕЕТСЯ 
ЕДИНСТВЕННАЯ ПЕРЕМЕННАЯ В СТЕПЕНИ 3. 
КУБИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ ВСЕГДА ИМЕЮТ ТРИ КОРНЯ, 
ИЗ КОТОРЫХ ДВА ИЛИ ВСЕ ТРИ МОГУТ БЫТЬ 
РАВНЫ ДРУГ ДРУГУ И АВА (НО НИКОГАА НЕ ТРИ!) 
МОГУТ БЫТЬ КОМПЛЕКСНЫМИ. ПРИМЕР КУБИЧЕСКОГО 
УРАВНЕНИЯ: ХЗ — 60 + ЛХ – 6 = 0; ЕГО КОРНИ 
22: %, 


Линейные, квадратные и кубические уравнения называются уравнени- 
ями первой, второй и третей степени соответственно. Для уравнений 
до четвертой степени включительно корни уравнения можно выразить 
с помощью формул, включающих арифметические действия и квадрат- 
ные корни. Вот как выглядит формула решения квадратного уравнения 
ах? + бх +с = 0: 


ВЫРАЖЕНИЕ ПОД ЗНАКОМ 
КВАДРАТНОГО КОРНЯ (У) 
МОЖЕТ БЫТЬ МЕНЬШЕ НУЛЯ 
(ОТРИЦАТЕЛЬНОЕ); ТАКОЕ 
УРАВНЕНИЕ БУДЕТ ИМЕТЬ ПАРУ 
КОМПЛЕКСНЫХ КОРНЕЙ, 
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Нет ограничений на степень алге- 
браических уравнений. Но на урав- 
нениях пятой степени наблюдается 
разрыв. На протяжении столетий 
математики пытались найти фор- 
мулу из арифметических операций 
и квадратных корней для решения 
уравнений пятой степени. Наконец 
в начале ХІХ века было доказано, 
что это невозможно. 


7 


Гипербола 
ху = 1 


Уравнения могут иметь бо- 
лее одной переменной в ка- 
ждом члене. Примером может 
служить простое уравнение 
ху = 1, описывающее геоме- 
трическую фигуру — гипер- 
болу. 


Степень уравнения опреде- 
ляется как сумма степеней 
переменных в члене с наи- 
большей степенью. Напри- 
мер, в уравнении ах? + Бхзу? + 
сх2у5 = О член с наибольшей 
степенью — это сх2у5, 


СУММА СТЕПЕНЕЙ В ЭТОМ 
ЧЛЕНЕ РАВНА 7, ПОЭТОМУ 
ЭТО УРАВНЕНИЕ СЕДЬМОЙ 


СТЕПЕНИ. 


А ТЕПЕРЬ. 
ТРЕТЬЕЙ 
‚ СТЕПЕНИ! 


СИСТЕМЫ 
УРАВНЕНИЙ 

ВКЛЮЧАЮТ ДВЕ 
ПЕРЕМЕННЫЕ. 


“ 


ГА 

, 0 НЕТ, ОПЯТЬ 
1 ДВОЙНАЯ 
%. МАТЕМАТИКА... › 


Ра 


ШІ 


Одно уравнение с двумя перемен- 
ными, как правило, неразрешимо. 
Но если число уравнений совпада- 
ет с числом переменных, их можно 
решить по каждой переменной. Си- 
стема уравнений включает два или 
более уравнения с двумя или более 
неизвестными. Иногда они решаются 
простыми действиями. 


Например: 

1: 2х +ху+3=0 3. Если теперь вычесть из него 
х + 2ху = 0 второе уравнение, получится: 

2. Если умножить первое урав- Зх+6 = 0 


нение на 2, получится: 
4х + 2ху + 6 = 0 4. То есть х= -2 


Теперь, если подставить это значение в первое уравнение, мы найдем 
значение у = –1/2. 

Иногда таким способом можно решить более сложные системы урав- 
нений. 


СУЩЕСТВУЕТ ТАКЖЕ 
МНОЖЕСТВО ДРУГИХ ТИПОВ 
МАТЕМАТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ, 
ТАКИХ КАК ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ, 
ЛОГАРИФМИЧЕСКИЕ, 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ И 
ИНТЕГРАЛЬНЫЕ. МЫ 
ПОГОВОРИМ 0 НИХ 
ПОЗЖЕ. 


РОЛЬШИНСТВО ИЗ 
НИХ НЕЛЬЗЯ РЕШИТЬ 
НАПРЯМУЮ, ПОЭТОМУ 

ДЛЯ НИХ ИСПОЛЬЗУЮТСЯ 

ПРИБЛИЖЕННЫЕ 

РЕШЕНИЯ. 
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Измерения 


Измерения — неотъемлемая часть математики. 
Мы измеряем практически все: отрезки времени, 
габариты, массу, объем, длину и высоту, электри- 
чество, тепло, свет и даже расстояние до звезд 


и энергию субатомных частиц. Сейчас мы измеряем даже умственные 
способности и качество таких вещей, как окружающая среда. 


САМЫМИ ПЕРВЫМИ 
ЕДИНИЦАМИ ИЗМЕРЕНИЯ 
БЫЛИ ШИРИНА ЛАДОНИ.. 


„ДЛИНА СТУПНИ И 
РАССТОЯНИЕ ОТ ЛОКТЕВОГО 
СУСТАВА ДО КОНЧИКА 
СРЕДНЕГО ПАЛЬЦА, 
ИЗВЕСТНАЯ КАК ЛОКОТЬ. 


ы > ел | | жа" 


НО СЕЙЧАС НАШИ 
ИЗМЕРЕНИЯ ОСНОВАНЫ 
НА НАУКЕ, 


Международная система единиц (СИ) прои- 
зошла от метрической системы, введенной 
во времена Французской революции. Она со- 
держит связанный набор единиц измерения, 
производных от основных величин, таких как 
метр (м) для длины, секунда (с) для времени 
и килограмм (кг) для массы. Большая часть 
практических измерений выражается в едини- 
цах, являющихся степенями числа десять, как, 
например, миллиметры (мм) для длины. 


ВРЕМЯ 
СТАЛО ИСКЛЮЧЕНИЕМ — 
ПОПЫТКА ФРАНЦУЗСКИХ 

РЕФОРМАТОРОВ РАЗДЕЛИТЬ 
МЕСЯЦ НА ТРИ ДЕКАДЫ 

ПО ДЕСЯТЬ ДНЕЙ, А ПОТОМ 

ДЕНЬ НА ДЕСЯТЬ ЧАСОВ ПО 
СТО МИНУТ БЫЛА ОЧЕНЬ 

НЕПОПУЛЯРНОЙ, И ПОЭТОМУ МЫ 

ПО—ПРЕЖНЕМУ ИСПОЛЬЗУЕМ 

СИСТЕМУ, ИЗОБРЕТЕННУЮ В 

ВАВИЛОНЕ. 
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Каждая из основных единиц имеет свои процедуры определения и из- 
мерения, которые контролируются официальными международными 
комитетами. Определения меняются, когда появляются лучшие методы. 


—=А 


СНАЧАЛА МЕТР 
ОПРЕДЕЛЯЛСЯ КАК ОДНА 
СОРОКАМИЛЛИОННАЯ ЧАСТЬ 
ОКРУЖНОСТИ ЗЕМЛИ; В 
ЭТОМ ВЕКЕ ОН ИЗМЕРЯЛСЯ 
СКОРОСТЬЮ СВЕТА; А ТЕПЕРЬ 
ОН ИЗМЕРЯЕТСЯ ДЛИНОЙ 
ВОЛНЫ ОПРЕДЕЛЕННОГО 
ЦВЕТА. 


Многие страны все еще используют старую «импер- 
скую» систему, включающую фунты и ярды, пинты 
и кварты. Но будьте осторожны: американские пин- 
та, кварта и галлон — это только четыре пятых от 
больших английских аналогов, так что эти «жрущие 
бензин» автомобили, пробегающие меньше миль 
на одном галлоне... 


‚..НЕ ТАК 
ПИОХИ, КАК 


ПРОКЛЯТЬЕ З 
АА колонисты! 


Счет и вычисления оперируют отдельными, дискретными величинами, 
включая точные числа. Измерения, в отличие от них, оперируют не- 
прерывными величинами. Измерения не бывают точными. Сравнивая 
измеряемый объект с единицей измерения, мы всегда интерполируем 
измерение между точками в самом точном масштабе. И каждый отчет 
о сложном измерении имеет (или обязан иметь!) шкалу погрешностей, 
определяющую величину неопределенности. 


0 


Измерение 
Стрелка находится между 1,7 
и 1,8, приблизительно на 1,77 


ИЗМЕРЕНИЯ 
БЕЗ ШКАЛЫ 
ПОГРЕШНОСТЕЙ — ЭТО 
КАК ПРОДУКТЫ БЕЗ 
МАРКИ; ПОТРЕБИТЕЛЬ 
ЛИШЕН ВАЖНОЙ 
ИНФОРМАЦИИ ОБ ИХ 
КАЧЕСТВЕ. 


И ОН ГОВОРИЛ ОБ 
этом Всю свою 
ЖИЗНЬ! 
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Измерения использовались для строительства и проектирования еще 
с доисторических времен. Археологи обнаружили, что древние памят- 
ники, такие как Стоунхендж, были построены с высокой точностью, 
пригодной для астрономических наблюдений, и их наземные планы 
требовали геометрических построений для проектирования. Церкви 
средневековой Европы проектировались с точным соблюдением про- 
порций, в эпоху Возрождения в основе архитектуры и искусства лежала 
теория «божественной пропорции». А великие пирамиды Египта стали 
загадкой для целых поколений археологов. 


БЫЛИ ЛИ ИХ ПРОПОРЦИИ 
ВЫРАЖЕНИЕМ ОСОБОЙ МАГИИ 
ЧИСЕЛ? 


Я ВСЕ ЕЩЕ ДУМАЮ, 
ЧТО БЫЛО БЫ 
ВЫГОДНЕЕ ВЛОЖИТЬСЯ В 
КОНСЕРВАТОРИЮ. 
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МАТЕМАТИКА 
ПРОЕКТИРОВАНИЯ 
СВЯЗАЛА ПРИКЛАДНУЮ 
МАТЕМАТИКУ И МАТЕМАТИКУ 
«ТЕОРЕТИЧЕСКУЮ», КОТОРАЯ 
БЫЛА ТАК РАЗВИТА В 
ГРЕЧЕСКОЙ ЦИВИЛИЗАЦИИ. 


В РАЗМЕТКЕ ПЛАНА 
НА ЗЕМЛЕ БЫЛО 
ОЧЕНЬ УДОБНО ИМЕТЬ 

ВОЗМОЖНОСТЬ ОТМЕРЯТЬ 

ПРЯМЫЕ УГЛЫ. 


ВАВИЛОНЯНАМ БЫЛО 
ХОРОШО ИЗВЕСТНО, ЧТО 
} НЕКОТОРЫЕ ТРЕУГОЛЬНИКИ 
ИМЕЮТ ПРЯМОЙ УГОЛ. 


ЕСЛИ СТОРОНЫ 
ТРЕУГОЛЬНИКА РАВНЫ 
3, 4, 5 ИМИ 5, 42, 43, 
ТОГДА УГОЛ НАПРОТИВ 
ДЛИННОЙ СТОРОНЫ 
ЯВЛЯЕТСЯ КВАДРАТНЫМ, 7 
ИЛИ ПРЯМЫМ. 


ТЫ кого 


НАЗВАЛ 
Эти числа свя- КВАДРАТНЫМ? 
заны особым 4 
отношением: так, 
32 + 42 = 52 и 52 + 
122 = 13? 5 5 
3 


Вавилонские мате- 
матики нашли много 
таких троек, без вся- 
кого сомнения, при- 
меняя специальные 
вычислительные 
приемы для их по- 
лучения. 


НО ТЕОРИЮ 
СОЗДАЛИ 
ГРЕКИ. 
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Греческие математики 


Начиная с МІІ века до н. э. греки постепен- 
но отделяли изучение законов природы от 
религиозных вопросов о взаимоотноше- 
ниях человека и богов. Фалес из Милета 
(около 624 г. дон. э.), государственный 
деятель и математик, по словам Аристоте- 
ля, привез математику в Грецию из Египта. 


Я СОЗДАЛ ЕГИПЕТСКУЮ 
ГЕОМЕТРИЮ И ДАЛ 
ФИЗИЧЕСКОЕ ОБЪЯСНЕНИЕ 
ПРИРОДНЫМ ЯВЛЕНИЯМ, 


Это наложило 
отпечаток на всю 
дальнейшую греческую 
науку и математику. Они 
строили теории, объясня- 
ющие небесные и земные 
явления с естественной 
точки зрения. 


НО ДЛЯ НАС, 
ГРЕКОВ, ЧИСЛА 


Я мегу, а Е | ПРОДОЛЖАЛИ 
УА т | \ ; ИМЕТЬ МАГИЧЕСКОЕ 
\ 52 Е е; “ У 5 (3 


ОЧАРОВАНИЕ, ПОТОМУ 
ЧТО ОНИ ОТРАЖАЛИ 
СИММЕТРИЮ И КРАСОТУ 
ВСЕЛЕННОЙ. 


ү“ Ас Ув 


4 


Я, ПИФАГОР (580-500 ГГ. ДО Н.Э.), 
БЫЛ НЕ ТОЛЬКО МАТЕМАТИКОМ, НО И 
ГРАЖДАНСКИМ ЛИДЕРОМ И ОСНОВАТЕЛЕМ 
МИСТИЧЕСКОГО КУЛЬТА, ПРАКТИКОВАВШЕГО 
АСКЕТИЧЕСКИЕ УПРАЖНЕНИЯ И ВОЗДЕРЖАНИЕ 
ОТ ИЗЛИШЕСТВ В ЕДЕ И 
ДЕЯТЕЛЬНОСТИ, 


Пифагорейцы обна- “” 
ружили, что простые » 
х музыкальные гармонии % 2 

создаются комбинацией $. . 
инструментов с простыми 
отношениями длин. Окта- •, -' 
ва двух струн достигается, “ 


вдвое меньше длины другой; " 
для квинты это соотношение 
: составляет 
к. 


ЭТО ЗАСТАВИЛО НАС ПОВЕРИТЬ, 
ЧТО МАТЕМАТИКА ОТРАЖАЕТ 
КРАСОТУ И БОЖЕСТВЕННЫЕ 

ОТНОШЕНИЯ — ЧИСЛА 
СОДЕРЖАЛИ ОТВЕТЫ НА ВСЕ 
И ОБЛАДАЛИ МАГИЧЕСКИМИ 

СВОЙСТВАМИ, 


Пифагору приписывают известную теорему, названную 
в его честь, в которой утверждается, что сумма квадратов 
| катетов в прямоугольном треугольнике равна квадрату 
/ гипотенузы, т. е. а? + Б? = с?. Как мы уже видели, это 


правило было хорошо известно до Пифагора, но мы 
; Можем предположить, что Пифагор был первым, кто леді 
“/ попытался привести общее доказательство. И хотя эта / 
история не всплывала в течение сотен лет после его 
жизни, она соответствует нашему знанию о его стрем- 
лении превратить математику в сугубо практический 
инструмент исследования философского смысла. 


Пифагорейцы также восхищались правильными геометрическими 
фигурами, как многоугольниками, так и «сплошными телами» (много- 
гранниками, которых всего пять, и не больше). Существует легенда, что 
школа пифагорейцев прошла через великий кризис, когда обнаружилось, 
что некоторые пропорции этих фигур нельзя выразить как отношения 
чисел. Примером такого «монстра» может служить отношение диагонали 
квадрата к его стороне; сейчас мы говорим, что... 


У2 — 
ИРРАЦИОНАЛЬНОЕ 
ЧИСЛО. 


Парадоксы Зенона 


Я, ЗЕНОН ЭЛЕЙСКИЙ 
(450 ГОД ДО Н.5.), 
БЫЛ ЗНАМЕНИТ СВОИМИ 
ПАРАДОКСАМИ, В КОТОРЫХ Я 
БРОСИЛ ВЫЗОВ ОСНОВАМ НАШИХ 
ПРЕДСТАВЛЕНИЙ О ПРОСТРАНСТВЕ, 
ВРЕМЕНИ И ПРЕВРАЩЕНИЯХ. 


Четырьмя парадоксами Зенон попытался по- 
казать, что, как бы мы ни рассматривали 
пространство, как конечно или бесконечно 
делимое, а движение как абсолютное или 
относительное, некоторые, казалось бы, 
правильные рассуждения приводят к про- 
тиворечиям. 


Самый известный парадокс касается Ахилла с: 
(самого быстрого бегуна), преследующего чере- Ж»:,% 


паху. За один прыжок он сокращает расстоя- ж 
И | 


4 


НО «ПОСЛЕДНЕГО» 


ние до черепахи в два раза, и так раз Я" и 
за разом!... Е | 
а Н. Е 
/ 
ГА б Е 
а. 22 
с 9% Ж 7 
и а Ы: ж 
У БӘД 
57 ы; 
тұзы 75 
2, 
Как после такого анализа описать “ 
и. 6 2 
əм “мы. обгон черепахи? 


Этот парадокс показывает, что, если допустить бесконечную делимость 
пространства, мы получаем парадоксы в описании движения. 


ы Автор обьясняет парадокс недостаточно понятно. Суть в том, что в начальный 


момент времени между Ахиллом и черепахой есть некоторде расстояние. Если отметить 
посередине этого отрезка точку, то Ахиллу потребуется некоторое время, чтобы добе- 
жать до этой точки, но черепаха за то же время отползет дальше. Если повторять это 
рассуждение и дальше, можно заметить, что черепаха всегда будет успевать отползти 
дальше своего начального положения и потому Ахилл никогда не сможет догнать че- 
репаху. — Прим. перев. 
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У Зенона было три других парадокса о движении и еще несколько 
о превращениях в целом. Например, предположим, что нам даны сле- 
дующие инструкции... 


ВЫЛИТЬ ПОЛНУЮ 
ЧАШУ ВИНА В 
ПУСТУЮ БОЧКУ, 


ЗАТЕМ ДОБАВИТЬ 
ОДНУ КАПЛЮ ВОДЫ И 
ПОПРОБОВАТЬ, ЧТОБЫ 
ПРОВЕРИТЬ, ЧТО СМЕСЬ ВСЕ 
ЕЩЕ ЯВЛЯЕТСЯ ВИНОМ. 


Конечно, такой кап- . 
ли нет, но когда бочка 4 
наполнится, мы с полной р 
уверенностью скажем: 


ПОВТОРЯТЬ ЭТУ ОПЕРАЦИЮ, 
ПОКА НЕ ДОЙДЕТ 
ЧЕРЕД КАПЛИ, КОТОРАЯ 
ПРЕВРАТИТ СМЕСЬ В ВОДУ, 
И ОСТАНОВИТЬСЯ. 


ЭТО БОЛЬШЕ НЕ ВИНО — 
ОНО ПРЕВРАТИЛОСЬ В 
АРОМАТИЗИРОВАННУЮ ВОДУ! 


Однако мы не сможем 


Зенон рас- А. 
суждает: ЕСЛИ МЫ НЕ ЗНАЕМ, ГДЕ ПРОЛЕГАЕТ 
ГРАНИЦА МЕЖДУ ДВУМЯ РАЗНЫМИ 

СИТУАЦИЯМИ ИЛИ СОСТОЯНИЯМИ, КАК МЫ 

—— МОЖЕМ УТВЕРЖДАТЬ, ЧТО ОНИ РАЗНЫЕ? 


Философы продолжают преследовать Зе- 
нона до наших дней, но, как Ахилл, они 
никак не могут поймать свою добычу. Возможно, ему было что рассказать 
нам о наших математических понятиях. Мы хотим верить в стройность его 
рассуждений, но, возможно, они действительно противоречивы. 
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Я, ЕВКЛИД 
(223-285 ГГ. 
ДО Н.Э.), ОТЕЦ 
ДОКАЗАТЕЛЬНОЙ 
ГЕОМЕТРИИ. 


Его идеи оказали огромное влияние на западную математику, будучи 
основой нашей геометрии до самого недавнего времени. Он системати- 
зировал традицию доказательств на основе «построений», используя 
идеализированные инструменты, такие как линейка и циркуль (для 
построения дуг окружности). С их помощью можно доказать утвержде- 
ния о фигурах и их формах без использования числовых примеров. Это 
было революционным изменением в греческой математике — идея 
доказательства, которое было общим и в то же время абстрактным. 


В своей работе, «Начала» Евклид из- 
ложил знаменитые основы геометрии 
и определил аксиомы, которые не тре- 
буют доказательства. (Были известны 
и другие, более сложные аксиомы, по- 
зволявшие упростить доказательства, 
но они не считались «геометрически- 
ми», или правильными.) После опре- 
деления таких терминов, как «точка» 
и «прямая», Евклид дал пять «общих 
понятий» количества и пять «постула- 
тов» построений. 
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Общие понятия (аксиомы): 
1. Равные одному и тому же равны 


между собой асс, Брес, а= 


2. Равенство, добавленное к равенству, сохраняет ра- 
венство (если к равным прибавляется равное, суммы 
будут равны) == 4 = = == 


3. Равенство, отнятое от равенства, сохраняет ра- 
венство (если от равных отнимается равное, остатки 
будут равны) = — = = = 


4. Две совпадающие вещи равны друг другу 
(совмещающиеся друг с другом равны 


между собой) © ыы © 
5. Целое больше его части ЦЕ АОЕ 


Постулаты: 

Пусть все, что говорится ниже, относится к плоскости. 
1. Между любыми двумя точками можно провести 
прямую 0-------- о 


2. Любую линию можно продолжить в любом направ- 
лении бесконечно «<-----о----о--.-- > 


3. Вокруг любого центра можно нарисовать окружность 
любого радиуса Өө 

4. Все прямые углы равны между собой В 

5. Если прямая, пересекаюшая две другие прямые, образует 
внутренние углы по одну сторону, меньшие двух прямых 
углов, то, продолженные неограниченно, 

эти две прямые встретятся 


с той стороны, где углы 
меньше двух прямых 


Первые три опре- 

деляют построения, но по- 

следние два постулата в действительности 
являются теоремами. Пятый постулат, также называемый 
«аксиомой параллельности», превратился в постоянную 
проблему для последующих поколений математиков. В конце 
концов, именно он оказался ключом к описанию различных 
видов (неевклидовых) геометрий. 


На этой основе Евклид вывел все геометрические следствия, извест- 
ные в его время, включая теорему Пифагора. Несмотря на очевидные 
трудности, его аксиомы впоследствии рассматривались как самооче- 
видные истины, и выводы, сделанные из них, также рассматривались 
как истины. Геометрия была принята как великий пример подлинного 
знания, достигнутого человеческим разумом. 


После Евклида другим великим математиком был Архимед (287- 
212 дон. э.). Он разработал способы измерения площадей некоторых 
криволинейных фигур, а также площадей поверхностей и объемов 
некоторых тел, таких как сферы и цилиндры. Он рассчитал прибли- 
зительное значение ТІ... 


"ИЯ 
ОТКРЫЛ 
ЗАКОН 
АРХИМЕДА! 
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Китайские математики 


Китайцы никогда не развивали 
стиль строгих доказательств, 
которые мы находим в евкли- 
довых «Началах», потому что 
на самом деле они не были 
по-настоящему заинтересова- 
ны в формальной логике. Они 
были в большей степени за- 


ЗАБУДЬ 0 ТЕОРИИ, ПОКА: { 
МЫ НЕ СМОЖЕМ ПОСТРОИТЬ 
ДОСТОЙНЫЙ ДОМ ИЗ ЭТИХ 


няты практическим применением идей и не изучали математику ради 


нее самой. 


Это не помешало им изобрести свое доказательство связи между 
сторонами прямоугольного треугольника, которое сильно отличается 
от теоремы Пифагора. И в отличие от греков, их не слишком беспокоили 
иррациональные числа (числа, которые нельзя выразить как отношение 
двух целых чисел). Например, для обозначения отрицательных чисел 
китайцы просто использовали красные палочки вместо черных! 


Китайцы практиковали 
алгебру без использова- 
ния символов, записы- 
вая свои идеи обычными 
словами. Они использо- 
вали счетную доску для 
алгебраических и других 
математических иссле- 
дований. Во времена ди- 
настии Сун (960-1279) 
они разработали нота- 
цию, которая позволяла 
работать с уравнениями 
до девятой степени. Они 
могли решать системы 
линейных уравнений 
(с двумя и более неиз- 
вестными) и квадратные 
уравнения. 


5 


жа: 


МЕР ЗВ ЗУМ 
в оу Жер йт, у АЕ НИ 5 5 ПЕРУН ЕНН! 124 О 


=) 


зак 
А 


к) 


Ме 9 


ре 
КЕ 


Кроме того, китайцев интересовали «магиче- 
ские квадраты» с такими числами в клетках, 
суммы которых по горизонтали, вертикали 
и диагонали были равны. В Китае были даже 
придуманы «магические кубики». 


Китайцы всеми силами стремились получить 
точное значение п. Лю Хуэй, один из первых 
китайских математиков, оценил значение п с точ- 
ностью до четвертого знака после запятой. Его 
метод получил название «метод истощения», 
когда многоугольник вписывался в круг и ко- 
личество его сторон увеличивалось, пока они 
не становились настолько короткими, что можно 
было приравнять многоугольник к окружности. 


Я ТАКЖЕ 
ПОКАЗАЛ, ЧТО | 
ПЛОЩАДЬ КРУГА 
РАВНА ПОЛОВИНЕ 
ПРОИЗВЕДЕНИЯ 
ДЛИНЫ ЕГО 
ОКРУЖНОСТИ И 
РАДИУСА, 


В У веке нашей эры, отцом и сыном, Цзу Чунчжи и Цзу Гэном, были 
получены значения п: 3,1415926 и 3,1415927. Такая точность на За- 
паде была достигнута только в ХУЙ веке. 
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Чиу Чанг 


Чиу Чанг — самая известная книга китайской математики. Мы не знаем, 
кто ее написал, или точную дату, когда она была написана, но предпола- 
гается, что это произошло в конце династии Чин или в начале династии 
Хань (І век н. э.). Она охватывает следующие темы: 


Еа ве ТЖЕ сЕ 
ме Тан на ард | Бена Е Ты 
Же 


- 


е землемерные работы (с правилами сложения и вычи- : о 
> 


| тания долей), пропорции (проценты) ғ: 
' є распределения по пропорциям (арифметические и гео- Е. 

метрические прогрессии, правило трех) | ВЕ 
222% измерение площадей (нахождения квадратных и ку- · 1. 


бических корней на геометрической основе) 


“ 


бада” 


| и. 9 справочный текст для инженеров (объемы трехмерных ПЕ 
28! объектов) Ж 
4%” справедливые налоги (время на транспортировку че- Т 
Я. го-либо из пункта А в пункт Б и распределение) А. 
2. раздел «слишком много и недостаточно» (задачи р4 
оа на распределение и недостачи) 2% 
Ж. “ методы таблиц (решение систем уравнений с двумя Ж 
н: или тремя неизвестными с использованием таблицы) 1 
38. и, наконец, прямоугольные треугольники (двадцать че- г 
НЯ тыре задачи на нахождение длин сторон) Я) 
Ет СА 
хл 624 р. Ж 
_ 1 _ № 
> Ета уу 
Ж ае еюн - 


ДИАПАЗОН И ГЛУБИНА 
«ЧИУ ЧАНГ» ДЕМОНСТРИРУЮТ 
УРОВЕНЬ РАЗВИТИЯ КИТАЙСКОЙ 
МАТЕМАТИКИ К НАЧАЛУ 
ХРИСТИАНСКОЙ ЭРЫ 
НА ЗАПАДЕ. 


[р | 


ғ 


Четыре китайских математика 


Пик развития китайской математики пришелся на вторую половину 
ХІІ — начало ХІУ века. В этот период жили четыре самых известных 
китайских математика — 


а” 


К 


Я, ЯН ХУЭЙ, БЫЛ 
ГОСУДАРСТВЕННЫМ 
СЛУЖАЩИМ... 


А Я, ЧЖУ ШИЦЗЕ, 
БЫЛ СТРАНСТВУЮЩИМ 
УЧИТЕЛЕМ, 


Я, ЛИ Е, БЫЛ 
ОТШЕЛЬНИКОМ... 


6 БАП 11 РАЙ 8 


44. 


ІЙ т, 91 Г 
ы-і и 
Я, ЦИНЬ ЦЗЮШАО, ЛЮБИЛ (У 


б 


ЖЕНЩИН И МАТЕМАТИКУ |х 

В РАВНОЙ МЕРЕ, А 
%- ТАКЖЕ БЫЛ ОПЫТНЫМ 
\ ФЕХТОВАЛЬШИКОМ... 


{ 


ЧТ | Й 
ІІІ) У 
| 4 ; У л. 


В то время в Китае существовало более тридцати математических школ 
и экзамен по математике являлся обязательным для поступающих, 
на государственную службу. 


Цинь Цзюшао считается одним из величайших китайских математи- 
ков; он работал и на военных, и на гражданских. Его книга Шу шу цзю 
чжан (Девять разделов математики) включила некоторые новые идеи 
и впервые представила нечеткий анализ. (Это исследование задач, 
решения которых должны быть целыми числами.) 
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Ян Хуэй и Чжу Шицзе исследо- 
вали перестановки и комбина- 
ции выражений и придумали то, 
что мы теперь называем бино- 
миальной теоремой. В том числе 
умножение двучленов (бино- 
миальных выражений), таких 
как (х + 1) и (х + 3), что дает 
в результате х? + 4х + 3 = 0. 
Чем больше выражений уча- 
ствует в умножении, тем больше 
членов в решении, например: 


я 


= ў Б 


АҚ 
уураа 


(х + 1)3 = (х + 1)(х + 1)(х + 1) = х3+ 3х2 + Зх + 1. 


Это привело двух математиков 
к тому, что теперь мы называем 
треугольником Паскаля. Они обна- 
ружили, что числа перед х образу- 
ют некий шаблон. Там, где первая 
степень [то есть (х + 1)] это 1; там, 
где вторая степень [то есть (х + 1)?] 
это 1, 2, 1; для третьей степени 
[то есть (х1) это:1, 3; 3, 1; 
и так далее. Все это выливается 
в форму, которую Блез Паскаль 
разработал в ХУІІ веке. 


Треугольник Паскаля используется при анализе вероятностей. Вторая 
строка показывает количество перестановок при броске двух монет. 


Есть один способ получить два орла, два способа получить орел и решку 
и один способ получить две решки. 


КИТАЙЦЫ ЗНАЛИ ОБ 
ЭТОМ ТРЕУГОЛЬНИКЕ ЗА 
ПЯТЬ ВЕКОВ ДО ПАСКАЛЯ 

(1623—4662). 


Впервые объяснение этому явлению дал сунский математик Цзя Сянь 


(примерно 1100 год н. э.), но, возможно, это знание появилось еще 
раньше. 
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йские 
матики 


Индийские математики, так же как китайские, опирались на разные 
виды доказательств, включая наглядные демонстрации, не сформули- 
рованные на основе какой-либо формальной системы выводов. Индий- 
ская математика развилась на фундаменте исследований индийских 
логиков и лингвистов. 


Математика в Индии прошла четыре этапа в своем развитии. 


В период Хараппана от 2500 г. до примерно 1000 г. дон. э. развивалась 
протоматематика — математика сугубо практической направленности, 
например для подсчета кирпичей на строительстве и т. д. 


За ним последовал ведический период, длившийся около 1000 лет, 
в который развивалась ритуальная геометрия. В тот период также на- 
чинают расцветать джайнизм и буддизм. 


Затем последовал классический период — он продолжался примерно 
до 1000 года н. э. Математики этой эпохи были сконцентрированы 
на развитии ранни понятий, таких как и алгоритмы и алгебра. 


С > 3 8 

т а. Поэма индийского 
даР 

га 84494 95 ЭННИ. ы) математика Бхаскары 
ЕСЕ ЕШМ Чу, уыз 

ысы ұлыса лы ыы 0 


Последней великой эрой для индийской математики стал средневековый 
период школы Кералы, закончившийся в 1500-х годах, в этот период 
получили блестяшее развитие понятия, заложенные ранее. Что стало 
причиной такого стремительного взлета математики в период Кералы, 
неизвестно. Но, как бы то ни было, керальская школа, по всей видимости, 
повлияла на европейскую математику, потому что более поздние открытия 
в Европе были сделаны математиками Кералы за три столетия до них. 


Ведическая геометрия 


Ведический индуизм связан с очень большими числами, которые являлись 
частью религиозной сферы. Например, при обсуждении жертвоприношений 
упоминаются такие числа, как 100000 миллионов. Есть четкое представление 
о том, что числа постепенно растут кратно десяти — чем больше они были, 
тем интереснее они становились. 


Геометрия алтаря дает нам представление об алгебре ведического индуизма. 
В соответствии с одной системой, алтарь имел форму равнобедренной трапеции, 
и стороны должны были пропорционально увеличиваться или уменьшаться 
для различных церемоний. Некоторые церемонии требовали, чтобы одни 
стороны оставались неизменными, а другие увеличивались или уменьшались. 


Необходимость соблюдения этих условий задала религиозным лидерам мате- 
матическую задачу, требующую алгебраического решения. Для этих операций 
были определены правила выполнения, а также рассматривались вопросы 
определения количества кирпичей, необходимого для преобразований. Для 
вычисления количества кирпичей, необходимого, чтобы швы в последова- 
тельных слоях не совпадали, требовалось решить систему уравнений. 


ВЫПОЛНЕНИЕ. 
АРИФМЕТИЧЕСКИХ 
ОПЕРАЦИЙ В УМЕ В ТЕ 
ВРЕМЕНА — ЭТО Я ВАМ 


О ДЕВОЧКА! ПРЕДСТАВЬ СТАЮ 
ЛЕБЕДЕЙ. 1/2. КВАДРАТНОГО 
КОРНЯ ОТ ОБЩЕГО ИХ ЧИСЛА 
ИГРАЮТ НА БЕРЕГУ... ДВА 
ОСТАВШИХСЯ В ШУТКУ БЬЮТСЯ В 
ЛЮБОВНОМ ПОЕДИНКЕ НА ВОДЕ. 
СКОЛЬКО ВСЕГО ЛЕБЕДЕЙ? 


лены и. г: 


ПОДСКАЗКА: ПОПРОБУЙ ПОДОБРАТЬ ЧИСЛО М ДЛЯ КОТОРОГО 
ВЫРАЖЕНИЕ (№-2)/2 ДАЕТ ЦЕЛЫЙ РЕЗУЛЬТАТ! 


"хад лыр; 
2-20. 


-. 


г 


Е 


Индуистские математики рассчитали значение п с точностью до чет- 
вертого знака после запятой. 


„ЗАКЛЮЧАЕТСЯ В 
ДЕЛЕНИИ ПЛОЩАДИ 
ИЛИ ОБЪЕМА НА 
МЕНЬШИЕ ЭЛЕМЕНТЫ 
С ПОСЛЕДУЮЩИМ ИХ 
СУММИРОВАНИЕМ. 


Сферы, например, делились на мно- 
жество маленьких пирамид, и их 
обьем вычислялся тем же «методом 
истощения», который использовал 
Архимед. Такие методы суммирова- 
ния «очень маленьких» элементов 
стали основой того, что позже на- 
звали интегральным исчислением. 


Индусы применили этот метод 
“% в астрономии для вычисления ско- 
ростей и положений планет. Точное 
” предсказание затмений, например, 
2: имело большое религиозное значе- 
“ ние — астрономы, предсказывавшие 
их, пользовались большим авторите- 
“том. Некоторые ученые, изучающие 
историю индийской математики, 
К считают, что это стало истинным 
= началом исчисления. 


Брахмагупта 


Алгебра как отдельная ветвь математики появилась позже, во времена 
Брахмагупты (около 598 г. н. э.), одного из величайших индийских 
математиков. Он написал математический трактат, в котором осветил 
квадратный и кубический корни, дроби, правила трех, пяти, семи 
ит. д. и правила товарообмена. В его время уравнения были разделе- 
ны на группы, которые мы узнаем 

и сегодня: простые (уауаѓ-ѓауай), 
квадратные (уагда), кубические 
(дһапа) и биквадратные 
(уагда-уагда). Брахма- 
гупта занимался ли- 
нейными и квадрат- 
ными уравнениями 
с неизвестными. 
У него было мно- 
жество толковате- 
лей, передававших 
его идеи на протя- 
жении многих лет. 


Ы, МЕЛКОЕ 


= чудовище, 
\ ть. 


Как и большинство ведических 
индусов, Брахмагупта любил ир- 
рациональные числа, такие как У2, 
и дал их приблизительные значения с высокой 
точностью. 
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Джайнские числа 


Как и ведические индусы, джайны также интересовались чрезвычайно 
большими числами — и имели свое собственное представление о них. 
Они предположили, что существует три группы чисел: исчислимые, 
неисчислимые и бесконечные. Каждая группа делилась на три части. 
Первая группа состояла из низших, промежуточных и высших чисел; 
вторая состояла из почти неисчислимых, поистине неисчислимых и не- 
исчислимо неисчислимых чисел; последняя группа состояла из почти 
бесконечных, поистине бесконечных и бесконечно бесконечных чисел. 


Махавирачарья (850 г. н. э.), 
джайнский математик, исполь- 
зовал отрицательные числа = 
в своей работе и упоминал % 


ЧИСЛО, ДЕЛЕННОЕ 
НА НОЛЬ, ОСТАЕТСЯ 
‚ НЕИЗМЕННЫМ. 


%%, 


ОНО ДОЛЖНО БЫТЬ 
БЕСКОНЕЧНЫМ. | 


Ведические и джайнские комбинации 


И ведические, и джайнские индусы любили экспериментировать с комби- 
нациями. Одним из источников этого интереса были ведические размеры 
в поэзии и их вариации. Некоторые размеры имели по 6 слогов, некоторые 
еще больше (например, 8, 9, 11 или 12). Задача состояла в том, чтобы чере- 
довать длинные и короткие звуки в каждой группе слогов и найти различные 
доступные комбинации. Этот поиск привел к великой игре перестановок — на- 
пример, общее количество благовоний, которые можно составить из, скажем, 
12 веществ, взятых один, два, три или более раз. 


О000оо, 0, тия 
А 


КОМБИНАЦИЯ 
ИЗ 8, А4, 9, 3 ПАХНЕТ 


1% р Ле 
24: ам = 25 Ў Б Н 
Б =, = 7ч. =. 55, 

Е до ПӘ а + д 


а 


РЕЗУЛЬТАТОМ ЭТОГО 
МЫСЛИТЕЛЬНОГО 
ПРОЦЕССА СТАЛА МЕРУ- 
ПРАСТАРА — АНАЛОГ 
ТРЕУГОЛЬНИКА 
ПАСКАЛЯ, 


Бхаскара ІІ (около 1114 г.) правильно включил ноль 
в арифметику и в свою алгебру. В алгебре он ис- 
пользовал современную теорию применения знаков 
и букв для обозначения неизвестных величин. Он 
изучал довольно сложные проблемы в теории чисел, 
и считается, что его работа содержала «зародыш со- 
временного исчисления». 


ү иены 


Математический стих 


Математические идеи в Индии часто передавались устно в стихо- 
творной форме. Математические загадки в стихах распространены 
даже сегодня. Прочитаем знаменитый математический стих: 


0, ПРЕКРАСНАЯ ДЕВА С ГОРЯЩИМИ ГЛАЗАМИ, 
СКАЖИ МНЕ, 

ПОСКОЛЬКУ ТЫ ПОНИМАЕШЬ МЕТОД ИНВЕРСИИ, 
НАЗОВИ МНЕ ЧИСЛО, КОТОРОЕ, 

УМНОЖЕННОЕ НА 3, 

ЗАТЕМ УМНОЖЕННОЕ НА ТРИ ЧЕТВЕРТИ РЕЗУЛЬТАТА, 
ДЕЛЕННОЕ НА СЕМЬ, 

УМЕНЬШЕННОЕ НА ТРЕТЬ РЕЗУЛЬТАТА, 

УМНОЖЕННОЕ НА СЕБЯ, 

ПОТОМ УМЕНЬШЕННОЕ НА 52, 

ЧЕЙ КВАДРАТНЫЙ КОРЕНЬ ИЗВЛЕКАЕТСЯ, 

ПЕРЕД ТЕМ КАК ДОБАВЛЯЕТСЯ 8 И ЗАТЕМ 
ДЕЛИТСЯ НА 40, 

ДАЕТ В РЕЗУЛЬТАТЕ 27 


СКОЛЬКО 
У МЕНЯ 
ВРЕМЕНИ? 


0 НЕТ! ПОСМОТРИ 
НА СЛЕДУЮЩУЮ 
СТРАНИЦУ! ЕСЛИ 
ЭТО МОГЛО ТЫ ДУМАЕШЬ, ЧТО 
БЫТЬ СТИХОМ. ПОЭЗИЯ ТУТ ХРОМАЕТ, 
ПОСМОТРИ НА 
МАТЕМАТИКУ! 


ых 
Й 


Вот как был получен ответ: 


[(2)(10)-8]2 + 52, что дает 
в результате 196. 


Затем У196 =14 


Дальнейшие вычисления выполняются 
с числом 14: 


(14)(3/2)(7)(4/7)=28, ответ. 
3 


В наши дни мы бы записали эту задачу как 
уравнение с неизвестным результатом, обо- 
значенным как х: 


(“0х х З х (7/4) х (2/3)]2-52} + 8)) /3=2 


Разбор этого сложного выражения не сильно от- 
личается от старомодного способа, но теперь мы 
можем следить за неизвестной величи- 
НОЙ Х, которая отделена от чисел. әс» е 
А 


ОТВЕТ — 28, ЧТОБЫ ПОЛУЧИТЬ 
ЕГО, НАДО ПРОЙТИ В ОБРАТНОМ 
НАПРАВЛЕНИИ ЧЕРЕЗ ВСЮ ЗАГАДКУ И 

ВЫПОЛНИТЬ ОПЕРАЦИИ В ОБРАТНОМ 
ПОРЯДКЕ. ИТАК, ПО ПОРЯДКУ: ХАО, 
-8, 012, +52 И ТАК ДАЛЕЕ. 
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Рамануджан 


История индийской математики полна примеров интуитивных матема- 
тиков. Сриниваса Рамануджан (1887-1920), например, имел полный 
провал с академической точки зрения, но оказался блестящим мате- 
матиком. Скромный бухгалтер и самый обычный человек, Рамануджан 
полагался на мистику и метафизику, а также абстрактные идеи, ставшие 
основой его математики. Никто не мог понять, как он пришел к своим 
блестящим и глубоким (иногда ошибочным) результатам. 


Его покровитель в Англии, математик Годфри Гарольд Харди, однажды 
посетил его, когда тот был в больнице. 


Я ЕХАЛ СЮДА В ТАКСИ 
НОМЕР 44729. ЭТОТ НОМЕР 
МНЕ КАЖЕТСЯ САМЫМ 
ОБЫЧНЫМ — НАДЕЮСЬ, 
ОНО НЕ ОЗНАЧАЕТ НИЧЕГО 
ПЛОХОГО? 


ет, это ОЧЕНЬ ИНТЕРЕСНОЕ 
ЧИСЛО! ЭТО НАИМЕНЬШЕЕ 
ЧИСЛО, КОТОРОЕ МОЖНО 
ВЫРАЗИТЬ КАК СУММУ ДВУХ 
КУБОВ ДВУМЯ РАЗНЫМИ 
СПОСОБАМИ. 


Исламская математика 


Мусульмане объединили математическую мысль более ранних циви- 
лизаций, связав воедино алгебраические и арифметические традиции 
Вавилона, Индии и Китая с геометрическими традициями Греции 
и Эллады. В результате мусульманские математики уверенно владели 
основными арифметическими операциями с целыми и дробными числа- 
ми, использовали взаимозаменяемо десятичные и шестидесятеричные 
числа, извлекали квадратные и кубические корни, манипулировали 
иррациональными числами, вычисляли биномиаль- 
ные коэффициенты и даже извлекали корни 
четвертой и более высоких степеней. 


У МУСУЛЬМАНСКИХ 
МАТЕМАТИКОВ ЕСТЬ ДВА 
БОЛЬШИХ СОБСТВЕННЫХ 
ДОСТИЖЕНИЯ. 


2 


«Аыаәх ва мыс - А. 2 


2 - Ж» 3 
2-6 хАД аа 
мо 


ТИ 2 Г 1“ 

< ЗА 9 

Я =. ш 

> 

(Әле Рае 

ИЕ ТЫ К 

А Ду: 

С до А 
"Қ = т 

| 


ПЕРВОЕ — СОЗДАНИЕ 
СОВРЕМЕННОЙ АЛГЕБРЫ, 
КОТОРУЮ АРАБЫ НАЗВАЛИ 
«НАУЧНЫМ ИСКУССТВОМ», 
И ВТОРОЕ — ОТКРЫТИЕ 
ТРИГОНОМЕТРИИ. 
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Аль-Хорезми 


Абу Абдуллах Мухаммад ибн Муса аль-Хорезми (умер в 847 г.) 
был основателем алгебры, какой мы ее знаем сегодня. Сло- 
во «алгебра» происходит от названия его книги: Кар а!- 
тикһаѕаг ї һіѕаБ а!-)аВг ма"! тидаба!а (Краткая книга вос- 
полнения и противопоставления). Слово «алгоритм» 
происходит от его имени. Аль-Хорезми объяснил, как 
свести любую задачу к одной из шести стандартных 
форм, используя два процесса, первый известен как 
а|-/аБг, второй как а!-тидаба!а. 


А!-јабг заключался в «переносе членов» для устра- 
нения отрицательных величин (например, уравне- 
ние х = 40 - 4х превращалось в 5х = 40). 


АІ-тидабаіа — следующий процесс, который 
«балансировал» оставшиеся положительные 
величины (то есть в результате применения 
этого процесса уравнение 50 + х2 = 29 + 10х 
сократится до 21 + х? = 10х). 


В своей книге Аль-Хорезми не использовал никаких символов, как 
мы делаем это сейчас, — они пришли позже — он выражал свою 


математику словами. Словами он описал решение квадратных урав- 
нений и разработал ставшую теперь стандартной формулу: $ 4 
у 1 


ах? + Бх+с=0, 


которая имеет решение: 
х = [1/2а][-Ь + У(Ь?—4ас)] 


МЫ ВСТРЕЧАЛИСЬ С ЭТИМ 


РАНЕЕ НА СТРАНИЦЕ 45 
78 РАНИЦ 


Развитие алгебры 


МУСУЛЬМАНСКИЕ 
МАТЕМАТИКИ ПРЕДНАМЕРЕННО 
РЕШИЛИ «РАБОТАТЬ 
С НЕИЗВЕСТНЫМИ 
ВЕЛИЧИНАМИ, ИСПОЛЬЗУЯ 
ВСЕ АРИФМЕТИЧЕСКИЕ 
ИНСТРУМЕНТЫ, КОТОРЫЕ 
ПРИМЕНЯЮТСЯ В РАБОТЕ 
С ИЗВЕСТНЫМИ 
РЕЛИЧИНАМИ». 


а Для нас цель алгебры была 
двоякой: систематизация при- 
менения элементарных ариф- 
метических операций к ал- 
гебраическим выражениям 
и изучение алгебраических 
выражений, независимо 
от того, что они собой 
представляли, чтобы 
иметь возможность 
применять к ним 
основные операции, 
которые применяют- 
ся к числам. 


Самау-аль-Яхья 
аль-Маграби (умер 
в 1175 г.) 


А ЕЩЕ ОН ИСПОЛЬЗОВАЛ 
ОТРИЦАТЕЛЬНЫЕ ЧИСЛА, 
КОТОРЫЕ СЧИТАЛИ 
ОТДЕЛЬНЫМИ СУБЪЕКТАМИ 


Самау-аль-Яхья аль-Маграби 
был первым, кто начал запи- 
сывать алгебраические урав- 
нения в символической форме. 
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В СВОЕЙ КНИГЕ 
«АГ-РАКНИ» Я ИЗУЧАЛ 
РАЗЛИЧНЫЕ «СТЕПЕНИ 
НЕИЗВЕСТНЫХ». 


ЕЩЕ Я ПРИМЕНИЛ 
АРИФМЕТИЧЕСКИЕ ОПЕРАЦИИ 
К АЛГЕБРАИЧЕСКИМ 
ВЫРАЖЕНИЯМ И ПРИВЕЛ 
ОДНО ИЗ ПЕРВЫХ 
УТВЕРЖДЕНИЙ АЛГЕБРЫ 
«МНОГОЧЛЕНОВ». 


Труды Аль-Караджи 
использовали его 
преемники для опре- 
деления правил де- 
ления многочленов, 
а также извлечения 
квадратного корня из 
многочлена. 


Аль-Караджи 
(умерв 1000 г.) ие 


ИЗ ЭТОГО ВОЗНИК 
«КОМБИНАТОРНЫЙ АНАЛИЗ», КОТОРЫЙ 
ВПОСЛЕДСТВИИ СТАЛИ ПРИМЕНЯТЬ ДЛЯ 
АНАЛИЗА АЗАРТНЫХ ИГР, ВЫЧИСЛЕНИЯ 
ВЕРОЯТНОСТИ ВЫПАДЕНИЯ КОСТЕЙ 
ИЛИ КАРТ. 


57 МНОЮ БРИАХ 
СФОРМУЛИРОВАНА И 
ВЫВЕДЕНА ФОРМУЛА 
«БИНОМИАЛЬНОГО 
РАСШИРЕНИЯ». 


А ДЛЯ НЕГО Ы! 


5, ПОСТРОЕНА ТАБЛИЦА 
мт КОЭФФИЦИЕНТОВ, 

в * «ТРЕУГОЛЬНИК ПАСКАЛЯ» (К 
Ф ТОМУ ВРЕМЕНИ УЖЕ ОТКРЫТЫЙ 


КИТАЙСКИМИ МАТЕМАТИКАМИ) 


Омар Аль-Хайям (умер в 1123 г.) исследовал поиск корней 
четвертой, пятой, шестой и более высоких степеней мето- 
дом, который не предполагал использования геометрии, 
а был эквивалентом треугольника Паскаля. Его открытие 
совпало по времени с аналогичным открытием китайских 
математиков. 


А ЕЩЕ Я 
ПИСАЛ СТИХИ 
В СВОБОДНОЕ 
ВРЕМЯ! 


Я НАПИСАЛ 
КНИГУ «АЛГЕБРА» В 
СТИХАХ, И РЛАГОДАРЯ 
МНЕ АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ 
СИМВОЛЫ ПОЛУЧИЛИ 
РАСПРОСТРАНЕНИЕ НА 
ЗАПАДЕ. 


Абу-л-Хасан 
Ал-Каласади 
(умер в 1486 г.) 


О а ЦЕ 
аши (умер. 1 
в 1429 г) не т - та : 
ко рассчитал чис- - 
ло П с точностью : 
до шестнадцатого 
знака после запя- 
той, но также вы- 
вел методические 
1 способы обраще- 
ния с десятичны- 
ми дробями. 


, 
У 

уд 
4 


Открытие 
тригонометрии 


Мусульманские математики ввели шесть основных 
тригонометрических отношений и применили их для ®=-. 
решения геометрических задач. Это позволило заменить неуклю- 
жий метод «хорд» (основанный на секторах круга), использовав- ом 
шийся великим греческим астрономом Птолемеем 
(около 100-170 гг.), почти современной тригонометрией. 


Эти «функции» определяются в терминах сторон прямоугольного тре- 
угольника. Мы назовем их так: О — сторона, противоположная углу; 
А — сторона, прилегающая к углу; и Н — гипотенуза, самая длинная 
сторона. Тогда синус = О/Н, косинус = А/Н, и тангенс = О/А. Из этих 
трех простых определений берет начало невероятный мир отношений. 
Тригонометрия стала открытием колоссального значения, сыгравшим 
огромную роль в развитии математики, астрономии и практических 
искусств, таких как геодезия и фортификация. 
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Аль-Баттани 


Аль-Баттани (умер в 929 г.) вывел множество тригонометрических 
отношений, в том числе: 


{да = біп а/со5 а 


ѕеса = Ү 1 + 4ап? а 


Он также решил уравнение біп х = а соѕ х, 
открыв формулу: 


біп х = аА 1 + а? 


Я ИСПОЛЬЗОВАЛ 
ИДЕЮ КАСАТЕЛЬНОЙ, 
ИЛИ «ТЕНИ», ВПЕРВЫЕ 

ВВЕДЕННУЮ АЛЬ--МАРВАЗИ 
(ОКОЛО 900 ГОДА.), ЧТОБЫ 
ВЫВЕСТИ УРАВНЕНИЕ ДЛЯ 
ВЫЧИСЛЕНИЯ ТАНГЕНСОВ И 
КОТАНГЕНСОВ, И СОСТАВИЛ 
ТАБЛИЦУ КОТАНГЕНСОВ. 


ДӘТІ 44% По а 
ух с т сы лер, ро^ 
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Абуль-Вафа 


Абуль-Вафа (умер в 998 г.) вывел следую- 
шие отношения: 


біп (а + В) = біп а сов Ь + соѕа біп Ь 
сос 2а = 1- 2 біп? а 
ст 2а = 2 біп а соз а 


и открыл формулу синуса для сферической 
геометрии: 


ст А =ѕіп В =ѕіп С 
ста эзтр ѕіпс 


МОИ ПОСТРОЕНИЯ 
БЫЛИ НАСТОЛЬКО УДОБНЫ ДЛЯ 
ПРАКТИЧЕСКОГО ИСПОЛЬЗОВАНИЯ, 
ЧТО ШИРОКО РАСПРОСТРАНИЛИСЬ 
В ЕВРОПЕ В ЭПОХУ ВОЗРОЖДЕНИЯ. 
А ЕЩЕ Я ПОДГОТОВИЛ НОВЫЕ 
ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ТАБЛИЦЫ И 
РАЗРАБОТАЛ СПОСОБЫ РЕШЕНИЯ 
НЕКОТОРЫХ ЗАДАЧ СФЕРИЧЕСКИХ 
ТРЕУГОЛЬНИКОВ. 


А, В, С — это длины (в градусах) отрезков 
больших окружностей, составляющих тре- 
угольник на поверхности сферы, а, 
р, с — противоположные им углы. 
Большие окружности на сфере получают- 
ся пересечением с плоскостями, которые 
проходят через центр сферы. (В настоящее 
время трансконтинентальные самолеты 
летают по большим окружностям, так как 
они являются кратчайшим путем между 
двумя точками на сфере.) 


Ибн Юнус и Сабит ибн Курра 
Ибн Юнус (умер в 1009 г.) вывел формулу: 
со5 а соѕ В = 1/2 (сов (а + В) + сос (а – В)! 


Хотя дело касается тригонометрических функций, эта формула позво- 
ляет вычислить произведение как сумму. В те времена, когда вычис- 
ление произведений чисел с большим количеством цифр было весьма 
утомительным занятием, данная формула была оценена как великое 
изобретение, экономящее силы и время. Позже эта формула послужила 
стимулом к развитию логарифмов, которые выполняли ту же функцию 
непосредственно. А позднее все это привело к выводу фундаментальной 
формулы сферической тригонометрии, используемой сегодня, формулы 
косинуса: соѕ а = соѕ В со5 с + іп Б сіп с со А (где А — дуга большой 
окружности, а а — противолежащий угол). 


Сабит ибн Курра (умер в 901 г.) создал теорию чисел и расширил их 
использование описанием соотношений между геометрическими вели- 
чинами — шаг, который греки так никогда и не сделали. 


ОН ТАКЖЕ 
7 ИССЛЕДОВАЛ ВОПРОС 
МЕСТОНАХОЖДЕНИЯ 
точки в 
ПРОСТРАНСТВЕ, ЕСЛИ 


ТАКОВАЯ СУЩЕСТВУЕТ, 
ГДЕ ПАРАЛЛЕЛЬНЫЕ 
ПРЯМЫЕ МОГУТ 
ПЕРЕСЕКАТЬСЯ. 
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2 УИ 
= Еее ар Аль-Туси 


ел "1. Наиболее выдающимся ученым в области три- 
гонометрии, как на плоскости, так и на сфере, 
9, был Насир ад-Дин Туси (умер в 1274 г.). Его 

всестороннее исследование решений сфе- 
о рических треугольников является одним из 
9А. самых значимых в развитии математики. Он 


і сформулировал «пару Туси», которая показа- 
ТХ ла, что линейное движение назад и вперед 


‘ 
Е | 
можно представить комбинацией двух кру- 
4 А є 1 е ў; говых движений. Это откры- 
, а> ШЕРТТІ, 5 тие позволило Николаю ‘ 
ОР ара Копернику (1473-1543) 
БЕН БТ ТЕТЕ ТІНЕ орана асылады 
лярные движения планет 
как суммы круговых движений и облегчило ему по- 


строение астрономической системы, в центре которой 
было Солнце, а не Земля. 
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Решение целочисленных задач 


На протяжении многих столетий задачи с целочисленными решениями 
были очень популярными. В конце концов, это были «числа», понятные 
людям. Примером подобных задач является задача «наследования»: 


ЧЕТВЕРО 
СЫНОВЕЙ і 
УНАСЛЕДОВАЛИ : („ОСТАВИВШЕГО 5 
(СООТВЕТСТВЕННО) ПЯТЬ ЧАСТЕЙ 
ТРЕТЬЮ, ЧЕТВЕРТУЮ, СЕРЕБРА В 
пятую и шестую Е: 
“УА ЧАСТИ ИМУЩЕСТВА (се "ғас. 
427 ИХ ОТЦА.. $ 


ВЕЛИКО ЕГО 
СОСТОЯНИЕ? 


ПОДОБНЫЕ ЭТОЙ, 
ОТНОСИЛИСЬ К і ДЕЛЕ Я ЗНАЮ 
«ЗАГАДКАМ», ОТВЕТ: 100. 
ПРЕДНАЗНАЧЕННЫМ Я 
ДЛЯ СОСТЯЗАНИЙ 
В ОСТРОУМИИ (И 
ХРАБРОСТИ), И 
ОБЫЧНО РЕШАЛИСЬ 
МЕТОДОМ ПРОБ 
И ОШИБОК, 


`— 


у 


Систематический подход к решению таких задач впервые был разрабо- 
тан Диофантом (примерно 275 г). Мусульманские математики активно 
участвовали в теоретическом развитии этой работы. Исходной точкой 
были «Пифагоровы числа», такие как 3, 4, 5, полученные из соотношения 
сторон прямоугольного треугольника. Затем соотношение было обобщено, 
ивХ веке мусульманские математики задались вопросом: имеет ли урав- 
нение хп + уп = 2п целочисленное решение? Как и Ферма несколькими 
столетиями позже (чьим именем теперь названа эта проблема), некоторые 
математики думали, что у них есть доказательство невозможности решения 
этой задачи. Их преемники обнаружили ошибки в первоначальных доказа- 
тельствах, и теперь мы знаем, что на самом деле это очень сложная задача! 
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Появление европейской математики 


Европейская математика опиралась на вклад всех прочих цивилизаций 
в эту науку. В Средние века Европа значительно отставала от восточных 
цивилизаций в области технологий, науки и культуры. Она постепенно 
догоняла, сначала через культурные контакты во времена крестовых 
походов, а затем через диалог между учеными Испании и Италии. 


Документы на арабском языке (в переводе с греческого или оригиналь- 
ные труды) переводились целыми командами, иногда с привлечением 
иудейских посредников. 


НАДЕЮСЬ, 
АЛГЕБРА ТЕБЕ 
НРАВИТСЯ ТАК ЖЕ 
СИЛЬНО, КАК И 


АЛКОГОЛЬ. СПАСИБО, , 


РОСС. 


Научные названия, начинающиеся с «ал-», такие как алгебра и алко- 
голь, до сих пор напоминают об этом процессе. Во времена Ренессанса, 
в Х\ веке, были заново открыты пифагорейские традиции в эстетике 
и мистической математике. 


В СЛЕДУЮЩЕМ ХМ ВЕКЕ — «ВЕКЕ ЭКСПАНСИИ» — \ `7 
ЕВРОПЕЙСКАЯ МАТЕМАТИКА ПОЛУЧИЛА 
ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЙ ИМПУЛЬС. 


ГЛАВНЫМИ СОБЫТИЯМИ ТОЙ ЭПОХИ БЫЛИ |. 
ГЕОГРАФИЧЕСКИЕ ОТКРЫТИЯ, ПОКОРЕНИЕ 
НОВЫХ ЗЕМЕЛЬ И РЕЛИГИОЗНЫЕ ВОЙНЫ. 


Математика была нужна для морской 
навигации, а также для обороны (стро- 
ительства укреплений) и нападения 
(артиллерийские таблицы). Такие об- 
ласти, как тригонометрия, были край- 
не важны в подобных предприятиях. 
Они развивались в обоих направле- 
ниях — практическом (расчеты) и те- 
оретическом. 


Также развивалась коммерция, 
нуждавшаяся в совершенствовании 
способов финансовых расчетов. Раньше Церковь осуждала арабские 
цифры, а бухгалтерский учет вообще считался колдовством (и не без 
оснований, следует отметить). Но теперь они оказались слишком важны, 
чтобы ими пренебрегать. 
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Успех в европейской теоретической математике сопровождался чередой 
кризисов и парадоксов. Отрицательные и иррациональные числа, кото- 
рыми занимались китайские, индийские и мусульманские математики, 
представляли настоящую проблему для европейских математиков, хотя 


они использовали их с большим успехом. В итоге парадоксы привели 
к появлению новых областей математики... 


т т 


„КОТОРЫЕ В ХХ 
ВЕКЕ САМИ СТАЛИ 
ИСТОЧНИКОМ 
ПАРАДОКСОВ. 
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Рене Декарт 


Примечательно, что величайший европейский новатор в математике 
француз Рене Декарт (1596-1650) был еще и философом. В поиске 
самого себя он оставил изучение гуманитарной литературы и занялся 
математикой. Но поначалу на этом пути его ждало разочарование. 


Я ОБНАРУЖИЛ, ЧТО 
АЛГЕБРА ОЧЕНЬ 
ТУМАННАЯ И ПУТАННАЯ, 
А ГЕОМЕТРИЯ СЛИШКОМ 
ОГРАНИЧЕННАЯ... 


„ПОЭТОМУ 
Я РЕШИЛ 
ОБЪЕДИНИТЬ ИХ 
СИЛЬНЫЕ СТОРОНЫ 
И УСТРАНИТЬ 
НЕДОСТАТКИ, 


Почему Декарт так пренебрежительно отзывается об алгебре, совер- 
шенствованием которой занимался? Дело в том, что в ХМІ веке алгебра 
была формализована лишь частично. Некоторые термины имели вид 
аббревиатур без четких описаний и правил работы с ними. Ноу матема- 
тиков того времени были трудности и посерьезней. Они понимали, что 
описывают бессмысленные, абстрактные понятия или даже хуже того! 


91 


Мы уже упоминали мнимые числа, корни алгебраических уравнений 
вида х? + 1 = 0. Какие же это числа? Мы не можем с их помощью пе- 
речислять объекты. Что за физические объекты могут скрываться за 
ними, чьи параметры могут дать отрицательное число после возведения 
в квадрат? С ними можно работать по определенным правилам, но нет 
никакого способа защитить себя от возможности описать полный абсурд. 


ВСКОРЕ 
ПОЯВИЛИСЬ 
И ДРУГИЕ 
ПАРАДОКСЫ! 
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Аналитическая геометрия 


Благодаря усилиям Декарта возникла аналитическая, или координат- 
ная геометрия. 


Аналитическая геометрия основывает- 
ся на идее, что положение точки 
в пространстве... 


ОПРЕДЕЛИТЬ 
ОТНОСИТЕЛЬНО 
ДРУГОЙ ТОЧКИ С 
ПОМОЩЬЮ НАБОРА 
ЧИСЕЛ. 


В планиметрии существуют две оси, пересекающиеся под прямым 
углом, которые обычно мы называем осями х и у. Положение любой 
точки на координатной плоскости можно задать ее координатами (х, 
у), которые обозначают расстояние в направлении х иу от начала ко- 
ординат — точки пересечения двух осей. 


у 


(ку) 


В трехмерном простран- 
стве имеются три взаим- 
но перпендикулярные 


оси: х, у и 2. у 
ПЛОСКОСТЬ 
ху 
км ЕЕЕ ЕЕ 
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В ПЛОСКОСТИ, 
ОБРАЗУЕМОЙ ОСЯМИ 
Хи у, можно 
НАЧЕРТИТЬ ГРАФИК, 
ТОЧКА ЗА ТОЧКОЙ. 


КРОМЕ ТОГО, 
С ПОМОЩЬЮ 
УРАВНЕНИЯ МОЖНО 
УСТАНОВИТЬ 
ОТНОШЕНИЯ МЕЖДУ 
КООРДИНАТАМИ 
КАЖДОЙ ТОЧКИ. 


Простейшая форма графика — прямая линия, которая описывается 
линейным уравнением вида у = ах + Б, гдеаи Б — константы. 


у 


^ 


Уравнениеу = х? ( 
описывает параболу... қ 
\ 


„ВЕТВИ КОТОРОЙ 


ПОДНИМАЮТСЯ 2) 
ВВЕРХ И УХОДЯТ В ты! 
БЕСКОНЕЧНОСТЬ. Г % 

4 


..а уравнение х?/а? + у)р? =| 1 
описывает эллипс, кф- 
торый выглядит как 
сплюснутая окруж- 

ность. 


10 15 


РАНЬШЕ 4 ДУМАЛА, 
ЧТО ГРАФИКИ 
СКУЧНЫЕ, НО ЭТИ 
ФИГУРЫ ДОВОЛЬНО 
КРАСИВЫ, 


“КОТОРАЯ НАЗЫВАЕТСЯ 
«КОНИЧЕСКИМ 
СЕЧЕНИЕМ»... 


...это гипербола, она определя- у 
ется уравнением х2/а2 -2)2 = 1. 4 
Вся хитрость скрыта в знаке ми- 
нус, из-за него эта кривая со- 
стоит из двух ветвей, каждая из 
которых своими концами уходит 2 
в бесконечность. 


ЭТО ВСЕ 
СЕЧЕНИЯ 
КОНУСА, 


и 2% 


........” 


Функции 


Термин «функция» обозначает связь или зависимость одной перемен- 
ной от одной или нескольких других переменных. Говорят, например, 
что у есть функция отх или 2— функция отхиу. (Следуя Декарту, для 
обозначения переменных мы используем буквы из конца алфавита, 
а для обозначения констант — буквы из его начала, такие как а, Б, с.) 


В АНАЛИТИЧЕСКОЙ 
ГЕОМЕТРИИ И 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОМ И 

ИНТЕГРАЛЬНОМ ИСЧИСЛЕНИИ 

МЫ ИСПОЛЬЗУЕМ ФУНКЦИИ, 

ОПИСАННЫЕ ПРИ ПОМОЩИ 

ОПРЕДЕЛЕННЫХ СИМВОЛОВ. 
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То есть определение функ- 
ции «к квадрату числа у 
прибавить его удвоенное і 
значение и вычесть три» \ 
можно записать так: Қх) = р 
х? + 2х— 3. 


ол 


В аналитической геометрии 
такую функцию одной пе- 
ременной можно предста- 
вить в виде графика, 
откладывая значения 
х вдоль одной оси, 
а значения Ех), функции 
от х, вдоль другой. Данная 
функция описывает парабо- 


-10 : 10 


лу, которая пересекает ось е” 
х в точках х = -Зих = +1, 1 40 
а ее нижняя точка имеет ме 
координаты = -1, у = -4. им 

өзе” 


ПРОСТЕЙШИМИ 
ЯВЛЯЮТСЯ 
КОНСТАНТНЫЕ 
Функции, 


Они имеют вид (Хх) = а. 

То есть при любом х функ- 

ция всегда принимает одно 
и то же значение, а. 


СТЕПЕННЫЕ 
ФУНКЦИИ ИМЕЮТ 
ВИД Е(Х)=Х“ , 
ГДЕ М — ЛЮБОЕ 
ФИКСИРОВАННОЕ 
ЧИСЛО 


р Функция 
Е(х) = х? — 
пример степен- 
ной функции. 


| Если степень 
| четная, такая 
| как 2, 4,..., 
| 2М, график 
| функции будет 
‚ симметрич- 

‚ ным (М-лю- 

; 

! бое число). 


если степень нечетная, 
такая как 3, 5, ..., 2М+1, 
график будет асимме- 
тричным. 
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Функции корня являются 
«обратными» по отноше- 
нию к степенным; то есть ый" 
Ех) = х!/2 = Ух является ЖЖ 


обратной для Қх) = х2. 


ы 


х 
ее 
6 $ 

‚4+ 

-8 


Полиномиальные функции имеют постоянные 
коэффициенты (а, Б, с, Ч ит. д.) и переменную х, 
которая входит в уравнение с разными степенями. 
То есть полиномиальная функция может иметь вид 
(х) = ах? + 6х2 + сх + а. 


ДАЛЬШЕ НАЧИНАЕТСЯ 
ОПАСНАЯ ТЕРРИТОРИЯ 
«ТРАНСЦЕНДЕНТНЫХ» 


бу. Е 
„.ПРОСТИРАЮЩАЯСЯ ау 020 


ЗА ПРЕДЕЛЫ 
АЛГЕБРАИЧЕСКИХ 
ОПЕРАЦИЙ. 


В тригонометрических функциях используются тригонометрические 
отношения, такие как сину- 
сы и косинусы. Одна из них 
Қх) = біп х. 


ЭТО «ПЕРИОДИЧЕСКИЕ» 
ФУНКЦИИ; ОНИ ПОВТОРЯЮТ 
СВОИ ЗНАЧЕНИЯ СНОВА И 
СНОВА, ДО БЕСКОНЕЧНОСТИ. 


Е Е 


=: 


1 
г БАТЫ 
12 О м 


Экспоненциальная функция, такая как 
(х) = ах, — еше одна форма степенных функ- 
ций, в которой основание является фиксиро- 
ванным числом, а показатель -- переменной. 
Экспоненциальные функции с основанием 
больше единицы возрастают очень быстро. 


Логарифмические функции являются обратными по отношению к 
экспоненциальным. Они записываются как Қх) = 109.(х); число а назы- 
вается основанием логарифма. Эти функции растут очень медленно, 
например: 


5 
у 


Логарифмические таблицы, которыми мы пользуемся, содер- 
жат логарифмы с основанием 10. В компьютерах, исполь- 
зующих двоичную арифметику (цифры 0, 1), лучше 
подходит основание 2. Но втеоретической мате- 
матике предпочтительным основанием являет- 
ся числое = 2,71828... Это число— «мать всех 


ФУНКЦИИ — К. 
ЛАВНЫЕ АНАЛИТИЧЕСКИЕ, \ 


қ ИНСТРУМЕНТЫ 
оснований», представляет экспоненциальную 1 дифФЕРЕНЦИАЛЬНОГО 
функцию Қх) = ех, скорость роста которой прямо И ИНТЕГРАЛЬНОГО 


ИСЧИСЛЕНИЯ. 
пропорциональна его значению. 
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Дифференциальное 
и интегральное 
исчисление 


Работа Декарта стала кульминацией процесса освобождения алгебры 
от неточных понятий, в результате чего она стала похожа на греческую 
геометрию, содержавшую конструкции, не зависящие от чисел. Когда 
он предложил свой подход к формальному описанию алгебраических 
отношений, этот процесс ускорился. Примерно через 40 лет после 
публикации алгебраической геометрии Декарта немецкий философ 
и математик Готфрид Вильгельм фон Лейбниц (1646-1716) создал 
алгебру бесконечности. Именно ее мы называем «дифференциальное 
и интегральное исчисление» — мощный инструмент анализа роста 
и изменения. 


Сэр Исаак Ньютон (1642-1727) сделал деф, 


подобное открытие немного раньше, но БЕ 
он просто расширил нотацию Декарта и едва ли вышел за ее пределы, 
поэтому форма дифференциального и интегрального исчисления Лейб- 
ница получила более широкое распространение. То есть идеи, ставшие 
основой современной математики, сформулировали два философа: 
Декарт и Лейбниц. 


СЕКРЕТ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО 
И ИНТЕГРАЛЬНОГО ИСЧИСЛЕНИЯ ЛЕЖИТ \, 
В УНИФИКАЦИИ ДВУХ ТИПОВ ЗАДАЧ, 
КОТОРЫЕ РАНЕЕ СЧИТАЛИСЬ НЕ 
СВЯЗАННЫМИ, ТЕПЕРЬ МЫ НАЗЫВАЕМ 
ИХ ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕМ И 
ИНТЕГРИРОВАНИЕМ. 
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Дифференцирование 


ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ И ЕЕ № 

ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ МОЖНО 21 Ж: ОНО РАБОТАЕТ 
РАССМАТРИВАТЬ КАК РАСШИРЕНИЕ - х: 7 е- С НЕПРЕРЫВНО 
АНАЛИТИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИИ, В НЕМ. : 4 ( Г ИЗМЕНЯЮЩИМИСЯ 
ЗНАЧЕНИЯМИ. 


Процесс определения скорости изменения значения называется диф- 
ференцированием. Дифференцируя функцию, мы получаем скорость 
ее изменения. 


Вообразите машину, движущуюся по дороге. Ее положение на дороге 
изменяется непрерывно. В каждый момент времени { ее положение х 
представлено непрерывной функцией х(4). 


Малана, мродолмедел, двигался, иг чере; Малала, мраднВаелм в ново, лл сложен; 
мрохлежауулок/ Врелленлл, назв влло 6,0 ДТ, 6 ,осленауе Врелленлю, к.оллоурљий, я Влад, 

она, мереле, 6 ноб4Ю ози, салу асходно-г0- бреоленла/ + их ролат уж 
которую обозналалал/ к + Ауа ДБ необходилло-20- для, до<АУМА/ИСФНАААЯ/ ЭУЛО-20- 


ллесмлючлючлю-иенлля,, дра алау салобалллл/ ++ АЕ 


Какова средняя скорость движения машины? Она определяется деле- 
нием пройденного расстояния Ах на время движения ДЇ. Или: 


Ах/ДЕ = + А8-ҚО/А 
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Теперь предположим, что нам нужно определить скорость движения 
тела, например машины, в некоторый момент времени, то есть ско- 
рость изменения х в момент 1. Для этого можно сделать приращение Лі 
минимальным, насколько это возможно, чтобы оно было почти равно 
нулю. Теперь можно сказать, что предел средней скорости Ах/А4 при 
величине Лі, стремящейся к нулю, есть мгновенная скорость 


. Обычно 
это записывается как х/ї и называется производной х. 


м 


МЕНЯ 
ВЗЯЛИ КАК 
РЕСКОНЕЧНО 
МАЛОЕ... 


В СВЯЗИ С ЭТИМ МЫ 
НАСКОЛЬКО 


ЕСЛИ ОНО и РАССМАТРИВАЕМ НОЛЬ 
БЛИЗКО НАШЕ В САМОМ ДЕЛЕ а НЕ КАК ЧИСЛО, А КАК 
ПРИРАЩЕНИЕ СТАНЕТ РАВНЫМ "ДУРОЗАЙ ШИ С ЗАГАДОК БЕСКОНЕЧНО МАЛОЕ 
к НУЛЮ? НУЛЮ, ЧТО ТОГДА и Кәр ЗНАЧЕНИЕ, 
ПРОИЗОЙДЕТ? НТЕГРАЛЬНОГО 


ИСЧИСЛЕНИЯ. . 


5 МЫ ЕЩЕ 
| ВЕРНЕМСЯ К 
ЭТОМУ! 


Ж 
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Между тем если начертить график изменения х с течением времени 1, 
производная даст нам наклон касательной к кривой в точке 1. 


х 
[ 
і 
| 
| 
[ 
! 
о = о со ат а НЕЕ озса сай Е айна. 
РАЗГОН 'РАВНОМЕРНЫЙ! ЗА- ! НЕИЗМЕННАЯ | УМЕНЬШЕНИЕ ! НЕИЗМЕННАЯ 
! РОСТ ( МЕР-! СКОРОСТЬ |1 І СКОРОСТЬ 
[ | ЛЕНИЕ! | ! 
РОСТА 
Первая, произво дналял скоросм = Ал А 
1 ! 0 і П 
р ! і 
' 1 з І 
+ | і ) 
1 І | 
0 ее є і { 
О 
! 
| 
Можно взять производную от производной и получить вторую производ- 
ную — в нашем примере с автомобилем на дороге вторая производная 
даст скорость изменения скорости, или ускорение. 
Вилорая, проидводнаях Ускорение, = д АР 
, 
+ р 
| 
о | 


ВНИМАНИЕ, 
ПРИБЛИЖАЕТСЯ 
52 ВТОРАЯ ЧАСТЬ 

АНАЛИЗА, 
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Интегрирование 


СЕЙЧАС МЫ ПЕРЕХОДИМ К 
ЗАВЕРШАЮЩЕМУ ШТРИХУ, 
ОТНОШЕНИЮ, КОТОРОЕ СДЕЛАЛО 
«ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ И 
ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ» 
САМЫМ МОЩНЫМ 
МАТЕМАТИЧЕСКИМ ФОРМАЛИЗМОМ, 
КОТОРЫЙ КОГДА-ЛИБО 
ВИДЕЛ МИР, 


РЕЧЬ ИДЕТ 0 ДВУХ 
ВИДАХ ЗАДАЧ, СВЯЗАННЫХ СО 
СВОЙСТВАМИ КРИВЫХ, ОДНА ИЗ 
КОТОРЫХ ОТНОСИТСЯ КО ВСЕЙ 
КРИВОЙ В ЦЕЛОМ, А ВТОРАЯ — 
К ОТДЕЛЬНОЙ ТОЧКЕ 
НА КРИВОЙ, 


м а Касаллельниля/ 
= | 
Первая задача решалась «мето- а вторая — построением хорд 
дом истощения», к кривой через заданную точку. 
2 21 
2& Е 
Рат 
Если кривые представить как графики функ- 
ций, тогда к решению задачи определения Ж 
плошади под кривой можно подойти с двух я 


сторон. Можно «заполнить» область тон- 

кими вертикальными полосами, а можно 

рассматривать площадь как новую функ- 4% | 
цию — производную исходной функции. Тог- 0% 
да обе задачи можно было бы решить одним 
методом, беря производные и их обратные 
значения. 


НАЧНЕМ С 
ПРОИЗВОДНЫХ И 
ОБРАТНЫХ ИМ 
ФУНКЦИЙ, 


Рассмотрим их применение на примере наших машин, движущихся по 
дороге, и трех графиков: пройденного расстояния, скорости и ускоре- 
ния. Но начнем исследование графиков не в прямом порядке, начиная 
с функции движения х({) и заканчивая графиками ее производных, 
а в обратном — начиная с производных и закончив функцией движения. 


В левой части графика ускорение положи- 
тельно и скорость растет, как это всегда 
бывает, когда машина начинает движение. 


Обратите внимание, что постоянное уско- 
рение дает прямолинейный график скоро- 
сти и криволинейный график расстояния 
(в данном случае параболу). 


Теперь снова посмотрим, как при пере- 
мещении вдоль оси времени изменяются 
площади под графиками кривых. Это — 
ключ ко всей истории, поэтому смотрите 


внимательнее. (бр) 


На графике ускорения область под кривой 
образует прямоугольник: ее площадь рас- 
тет пропорционально времени. Но именно 
так ведет себя график скорости! 


Поскольку график скорости описывает 
треугольник, его площадь растет сначала 
медленно, а затем быстрее; а это форма 
графика расстояния! 


Здесь хорошо видно, что если одна функция является производной 
от другой (или показывает скорость изменения другой), тогда другая 
является функцией площади под графиком первой! 


СКОРОСТЬ — ПРОИЗВОДНАЯ 
ОТ РАССТОЯНИЯ, ПОЭТОМУ 
РАССТОЯНИЕ — ФУНКЦИЯ ПЛОЩАДИ 
ПОД ГРАФИКОМ СКОРОСТИ. 


УСКОРЕНИЕ — ПРОИЗВОДНАЯ 
СКОРОСТИ, ПОЭТОМУ СКОРОСТЬ — 
ФУНКЦИЯ ПЛОЩАДИ ПОД ГРАФИКОМ 
УСКОРЕНИЯ. 


НЕИЗМЕННАЯ УМЕНЬШЕНИЕ! НЕИЗМЕННАЯ 
СКОРОСТЬ 1 | СКОРОСТЬ 


Теперь попробуем порассуждать 
о происходящем при движении 
машины задним ходом, как пока- 
зано на следующем графике. От- 
рицательное ускорение создает ! І 
отрицательную область (под осью 


| ! 
! 
времени); поэтому скорость— по- М — — и 1 

стоянная и отрицательная. Ы ЧР 
1 
о О 
Как видите, проиденное рассто- Д 
яние уменьшается, график опу- А 


скается вниз, как перевернутая 
парабола. Когда машина оста- ! 
навливается, ускорение равно ; мды \ 
нулю, скорость равна нулю, рас- 7777775» АК м1 
стояние — константа. Ж. $ 


ЕСЛИ ВАМ 
ПРИХОДИТСЯ 
ВЫВОРАЧИВАТЬСЯ 
НАИЗНАНКУ, ЧТОБЫ 
ПОНЯТЬ ИДЕЮ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО 
И ИНТЕГРАЛЬНОГО 
ИСЧИСЛЕНИЯ, НЕ 
ПЕРЕЖИВАЙТЕ — ОНО 
КАЖЕТСЯ ТРУДНЫМ 
ТОЛЬКО СНАЧАЛА! 
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у(1) 
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ВСЕ, ЧТО НАМ СЕЙЧАС НУЖНО 
СДЕЛАТЬ, ЭТО РАССМОТРЕТЬ, КАК 
ДРУГАЯ СТОРОНА ИНТЕГРАЛОВ, 


ИМЕЮЩАЯ ОТНОШЕНИЕ К ПЛОЩАДИ, 
СВЯЗАНА С ВЕЛИЧИНОЙ, ОБРАТНОЙ 
ПРОИЗВОДНОЙ. ЭТА ИДЕЯ ЛЕЖАЛА В 
ОСНОВЕ РАССУЖДЕНИЙ НЬЮТОНА ОБ 
ИСЧИСЛЕНИИ; А ЛЕЙБНИЦ НАЧИНАЛ 
С ПЛОЩАДЕЙ КАК СУММ БЕСКОНЕЧНО 
ТОНКИХ ПОЛОС. 


ЕЙ А 
Начнем с кривой скорости \({) и представим, что пространство под 
ней заполнено очень тонкими полосками. Каждая имеет ширину М 


и высоту (і). Расстояние, пройденное за 
каждый интервал времени 
ЛЕ = У х ї, равно площади по- 
лоски У х ДЇ. Общее пройден- 
ное расстояние х({) = сумме 
всех площадей \ х Ді. 


Сумме {площадей всех полосок у(4) х А9 


Площадь каждой полоски описывает расстояние х, пройденное с по- 
стоянной скоростью у за промежуток времени +. 


ТЕПЕРЬ, ЕСЛИ СДЕЛАТЬ 
ПРОМЕЖУТКИ БЕСКОНЕЧНО 
МАЛЫМИ, МЫ СМОЖЕМ 
СГЛАДИТЬ ИХ ПО ОСНОВАНИЮ 
РТ И ВЫРАЗИТЬ СУММУ ОСОБЫМ 
СИМВОЛОМ... 


Вернемся к отноше- 
нию, обратному произ- 
водной, и представим 
«последнюю» узкую по- 
лоску, площадь которой 
выражается как Дх. 


Ах= ух АБ 
ило-гда/ ЛМ ЛЬ = [ех 219 / АБ 
омкда, о/о = (9. 


То есть производная интеграла, определяемого как сумма полосок, 
является функцией, площадь которой вычисляется с помощью этого 
интеграла. 


Производные функций, заданных алгебраически или в терминах специ- 
альных функций, находятся (относительно) просто. Чтобы найти алгебра- 
ическую форму функции площади, нужно найти конкретную функцию, 
чья производная является исходной функцией. Проблема исследования 
свойств кривых в целом сводится к более простой задаче исследования 
свойств кривой в точке. 


ЭТО ПОЗВОЛЯЕТ РЕШАТЬ 
ЗАДАЧИ В ТЕРМИНАХ СКОРОСТИ 
ИЗМЕНЕНИЯ И ДАВАТЬ РЕШЕНИЯ 
В ТЕРМИНАХ ПОЛОЖЕНИЯ 

В ПРОСТРАНСТВЕ. 


1 
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ЕСЛИ ЧТОТО ИЗ 
ЭТОГО КАЖЕТСЯ 
СТРАННЫМ И ТРУДНЫМ 
ДЛЯ ВОСПРИЯТИЯ, НЕ 
ПЕРЕЖИВАЙТЕ. 


ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ 
И ИНТЕГРАЛЬНОЕ 
ИСЧИСЛЕНИЕ НАПОЛНЕНЫ 
ПАРАДОКСАМИ, НУЖНО 
ВРЕМЯ, ЧТОБЫ К НИМ 
ПРИВЫКНУТЬ. 


Первоначально дифференциальное и интегральное исчисление 
применялись в механике и астрономии. Дифференциальные уравне- 
ния позволили создать математическую физику. Только после этого 
появились учения о теплоте, энергии, электричестве и магнетизме. 
Мир современной науки, на который опирается мир современной тех- 
нологии, напрямую зависит от дифференциального и интегрального 
исчисления. 
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Вопросы Беркли 


Теперь вернемся к шагу наращивания и тому, как он таинственно 
стремится к нулю. В свое время многие спрашивали об этом Лейбница 
и Ньютона и получали неудовлетворительные ответы. Тогда ирландский 
философ и англиканский епископ Джордж Беркли (1685-1753) задал 
эти вопросы в более четкой форме. 


Я ЗАМЕТИЛ, ЧТО 
ВЫПОЛНЯТЬ ДЕЛЕНИЕ С ЭТИМИ 
ПРИРАЩЕНИЯМИ ИМЕЕТ СМЫСЛ, 
ТОЛЬКО ЕСЛИ ОНИ НЕ РАВНЫ 
НУЛЮ; ИНАЧЕ ПОЛУЧИТСЯ 
ДЕЛЕНИЕ НА НОЛЬ, А ЭТО 
ЗАПРЕЩЕНО ПРАВИЛАМИ 
МАТЕМАТИКИ, 


лек 


7. Ньюион, Уильям: Б. 


ВСЕГДА ЛИ 
ПРИРАЩЕНИЕ НЕ РАВНО 
НУЛЮ, ИЛИ ОНО МОЖЕТ 
БЫТЬ ТОЧНО РАВНО НУЛЮ, 
ИЛИ ПРЕДСТАВЛЯЕТ СОБОЙ 
«ПРИЗРАК ИСЧЕЗНУВШЕЙ 
ВЕЛИЧИНЫ»? 


И КРОМЕ 
ВСЕГО ПРОЧЕГО, : 
ЛЮБЕЗНЫЙ СЭР 
НЬЮТОН — 
ГОЛЫЙ. 


Беркли задался целью показать, что «вольнодумцы», провоз- 
гласившие, что наука и разум скоро заменят тайны и суеверные 
религиозные верования, были невежественны и догматичны, как 
худшие из теологов. В подзаголовке к своему труду он спросил: 
«...являются ли предмет, принципы и выводы современного 
анализа более четкими или более гар- 


моничными, чем религиозные тайны 
и вера?» С его точки зрения, ответ 
был ясен... 
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Некоторые математики пытались ответить на произведение Беркли 
«Аналитик». Он использовал эти ответы, чтобы еще более сетка 
отобразить их заблуждения. Его ответ, «Защита вольнодумства в ма- 
тематике», — шедевр критического анализа. 


Люди познают науки на опыте 
других; каждый учащийся в большей 
или меньшей степени полагается 
на авторитет учителя, особенно это 
относится к юным ученикам, и лишь немногие 
руководствуются какими-то другими 
принципами, стараясь не принимать все на веру: а то, 
что повторяется снова и снова, становится привычным, 

и эта привычка в конечном итоге превращается 
в доказательство. 
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Беркли полагал, что обучение методам решения задач в математике 
и науке не обязательно помогает понимать самую их суть. Он предпола- 
гал, что образ научного исследования, предложенный Томасом Куном 
(1922-1995), который описал «нормальную науку» как практику «реше- 
ния задач» внутри «парадигмы» (рамок мышления), которая неоспорима 
и на самом деле бесспорна, пока она работает. С точки зрения Куна, 
обычная наука является довольно узкоспециализированной практикой, 
а обучение науке (включая математику) всегда довольно догматично. 


ПРОСТИТЕ, СЭР, 
НЕ ПОЛУЧИТСЯ 
ЛИ ЗДЕСЬ 
ДЕЛЕНИЕ НА 


УЧИТЕЛЯ 
МАТЕМАТИКИ ИНОГДА 
В ШУТКУ ГОВОРЯТ 
0 «ДОКАЗАТЕЛЬСТВЕ 
МЕТОДОМ 
УСТРАШЕНИЯ». 


ВОТ 
РОКЛЯТЬЕ... 


ЭТОГО НИГДЕ БОЛЬШЕ 
НЕ ТРЕБУЕТСЯ, 
ТОЛЬКО АЛЯ 

РАЦИОНАЛИЗАЦИИ 

ТАЙН ИСЧИСЛЕНИЯ. 
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Бог Эйлера 


Именно шведский математик Леонард Эйлер (1707-1783) впервые 
связал экспоненциальные и тригонометрические функции и предложил 
объединяющую их формулу. 


Эйлер был экстраординарным математическим гением, и существует 
множество историй о его мастерстве. Фридрих Великий, король Пруссии, 
пригласил Эйлера к своему двору, где ученый познакомился с фран- 
цузским энциклопедистом и философом Дени Дидро (1713-1784). 
Дидро был убежденным атеистом... 


Я ПОПРОСИЛ 
БЛАГОЧЕСТИВОГО 
ЭЙЛЕРА ПРЕДСТАВИТЬ 
МАТЕМАТИЧЕСКОЕ 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО 
СУЩЕСТВОВАНИЯ 
БОГА. 


СЭР, 
(А + ВМ) /м=Х, 
СЛЕДОВАТЕЛЬНО, 
БОГ СУЩЕСТВУЕТ. 
ПОПРОБУЙТЕ 
ОПРОВЕРГНУТЬ! 


был оша- 


рашен и бежал 
назад в безопасные 
парижские салоны. 
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Формула, упомянутая в этой истории, не таит ничего особенного. Но 
Эйлер вывел также одну из самых изящных формул в математике, ко- 
торая на протяжении столетий заставляла других ученых остановиться 
и призадуматься. 


Формула Эйлера — загадочное трансцендентное выражение, которое 
объединяет пять наиболее фундаментальных чисел в нашей вселенной: 
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Посмотрим на них в обратном 
порядке. Первое из них —таин- 
ственное квазичисло 0. Далее 
следует 1 —единица — основа 
всех других чисел. Затем она 
появляется еще раз, в своем 
отрицательном воплощении, 
под знаком квадратного кор- 

ня (корень из минус единицы 
называется «і»). Это базовая 
единица для мнимых чисел, ко- 
торые завораживали представи- 
телей многих культур и цивили- 
заций. Затем следует старейшая 
математическая константа, измеря- 
ющая отношение длины окружности 
круга к его диаметру. И последнее число, 
открытое не так давно, —это трансцендентное 
число е, основа «натурального» экспоненци- 
ального роста. 


Можно ли отношения, подобные этим, 
определить с помощью эксперимен- 
тов, если повторять их многократно? 


Фактически, божественная формула Эйлера появилась из открытой им 
функции, которая связывает комплексные числа и тригонометрические 
функции, открытые мусульманскими математиками (смотрите на стр. 85). 


Мы видели, что функция е* имеет очень быстро растущий график (смо- 
трите стр. 99). В отличие от нее, график функции е“: — окружность! 
Ее радиус равен единице; а х— это угол между осью абсцисс и прямой, 
соединяющей начало координат с точкой на окружности. А так как точка 
движется по окружности, х увеличивается 

от О до 21. Но если посмотреть на график +1 
с точки зрения тригонометрических функ- 7 |“ 
ций, можно заметить, что «веществен- 
ная» часть числа е/-1х--это просто 
со5 х, а «мнимая»--біп х. 


соѕ х + У-1 біп х 


Поэтому можно записать: 


е = соѕ х + і ѕіп х, гдеі--обозначает 
корень из минус единицы (У-1). 


А что, если точка обойдет окружность 
целиком и продолжит движение? 


Функции е^, со хи біп х просто повторят сами себя. Поэтому их назы- 
вают периодическими. График у = эт х выглядит так: 


Они подобны многим природным явлениям, таким как переменный 
электрический ток, вновь и вновь изменяющийся с течением време- 
ни, или волны звука, распространяющиеся в пространстве. Синусы 
и косинусы — основные строительные блоки, лежащие в основе всех 
сложных волновых форм, передающих сообщения. Используя «мнимую 
экспоненциальную» форму в математических преобразованиях с их 
участием, можно свести громоздкие специальные вычисления к про- 
стым и понятным упражнениям. .„. ,.- 


\ 


МОЯ БОЖЕСТВЕННАЯ 
ФОРМУЛА СЫГРАЛА 
БОЛЬШУЮ РОЛЬ В 
ТЕХНОЛОГИЧЕСКОМ 
РАЗВИТИИ! 
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Неевклидовы 
геометрии 


Мы уже видели, что Евклид 
вывел все свои геометриче- 
ские формы из нескольких 
«общих понятий» и самооче- 
видных «постулатов». Но один из 

них, постулат о параллельных линиях, 
больше похож на теорему. Он вводил 
в заблуждение в течение нескольких 
столетий, потому что ставил под сомне- 
ние верность и превосходство евклидо- 
вой системы. Затем внезапно он стал 
предпосылкой для большого прыжка 
в области математического воображе- 
ния: открытия неевклидовой геометрии. 


ЭТО БЫЛА САМАЯ 
ВЕЛИКАЯ ЦЕЛЬ В ИСТОРИИ 
НАУЧНОЙ МЫСЛИ. 


С результатами было 
все в порядке, позже 
их повторили другие 
изобретатели, которые 
лучше представляли, 
что они делают. 


Этим вопросом занимались 

несколько человек. Но один из 
них даже не понял, что именно 
он открыл! Это был иезуитский 

математик Джироламо Саккери, 
которому было суждено покончить 
со всеми сомнениями раз и навсег- 
да. В своей книге «Ёвклид, очи- 
щенный от всех пятен», изданной 
в 1733 году, он попытался показать, 
что невозможно создать геометрию 
и без пятого постулата. 


НА САМОМ ДЕЛЕ Я 
ДОКАЗАЛ НЕСКОЛЬКО 
ТЕОРЕМ... НО ОНИ 
БЫЛИ НЕЛЕПЫМИ, И Я 
ОСТАНОВИЛСЯ. 


Пятый постулат Евклида можно представить разными способами. Мы знаем его в 
следующем выражении: пусть есть прямая и точка, не принадлежащая ей; через эту 
точку можно провести только одну линию, параллельную данной. Если отвергнуть 
данный постулат, у нас не будет параллельных прямых или их будет больше одной. 


Впервые случай со многими параллельными прямыми был открыт 
почти одновременно двумя математиками, венгром Яношем Бойяи 
(1806-1860) и русским Николаем Лобачевским (1792-1856). Позд- 
нее немецкий математик Георг Риман (1826-1866) рассмотрел случай 
отсутствия параллельных прямых. Затем стало очевидно, что эти гео- 
метрии можно получить, построив определенные поверхности. 


В геометрии Римана примером такой поверхности служит сфера, где 
под линией понимается наибольшая окружность. Это кривая образует- 
ся пересечением поверхности с плоскостью, проходящей через центр 
сферы (смотрите здесь о сферической тригонометрии). Так как любые 
две наибольшие окружности должны пересекаться дважды, парал- 
лельных линий нет. 


В НАШЕЙ ГЕОМЕТРИИ 
ПРОСТРАНСТВО 
НЕ ТАК ПРОСТО 

ВИЗУАЛИЗИРОВАТЬ. 


ОНА ИМЕЕТ 
ТРУБООБРАЗНУЮ 

ФОРМУ, ОБРАЗОВАННУЮ 
ВРАЩЕНИЕМ КРИВОЙ 
ОТНОСИТЕЛЬНО ОСЕВОЙ 
ЛИНИИ. 


В этом случае «линией» мы называем 
кратчайший путь между двумя точка- 
ми. И получается, что есть много «па- 
раллельных» линий, которые никогда 
не пересекутся. 


По мере того, как люди вникали 
в идеи неевклидовых геометрий, сла- 
бела вера, что математики говорили 
непреложную истину, логичную и не- 
погрешимую. Но потребовалось много 
времени, прежде чем эта революци- 
онная мысль распространилась. 
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М-мерное пространство 


Другим необычным открытием в области геометрии стали пространства 
с количеством измерений больше трех. Алгебраически расширить де- 
картову систему координат на большее число измерений очень просто. 
В отличие от точки на плоскости, имеющей только две координаты, х 
и у, точка в гиперпространстве может иметь больше координат (х,, х,, 
х., ..., Х.). Конечно, свойства кривых в таком гиперпространстве очень 
отличаются от свойств двух- и трехмерных пространствах. Но идея 
о многих измерениях, кажется, теперь не представляет для нас ника- 
кой трудности. 


СМЕЛО 
В «ТАК ТКЕК» : ПОГРУЖАЛИСЬ 


В ГИПЕР- 
ПРОСТРАНСТВО... 


ЖИ (> 2 
Я РАБОТАЮ НЕМ, 
Г ПОКЛАДАЯ РУК 
| НАД ЭТИМИ 
Е ЧЕРТЕЖАМИ... 
' - 


В Викторианскую эпоху все это казалось слишком сложным. 
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Об этом был написан небольшой шедевр математической фантастики 
и социальной критики. Он называется «Флатландия» и описывает 
общество, где люди — многоугольники, живущие на плоскости. Как 
и в Викторианскую эпоху, они одержимы статусом, который зависит от 
количества сторон. У помещичества четыре стороны, у аристократов — 
больше, у рабочих — три, а женщины — просто отрезки! 


Главный герой, Квадрат, знает о трех измерениях благодаря своей 
дружбе со Сферой. Это высшее существо появляется во Флатландии 
каждые пятьсот лет, сначала как точка, затем превращается в окруж- 
ность, растет в размерах, потом уменьшается и, наконец, исчезает. Для 
флатландцев непостижимо, что это обычная Сфера, проходящая через 
их плоскость. Сфера — друг нашего Квадрата, и она взяла его в путе- 
шествие по Пространству. Она показала ему Лайнландию 
и Пойнтландию, где живут весьма самодовольные суще- 
ства. Она также позволила заглянуть ему в личную жизнь 
флатландцев. Но по возвращении на плоскость Квадрат 
очень пострадал. Он попытался описать Пространство, но 
как ему показать «верх» своим друзьям? Они сочли его 
ненормальным. 


<О день ии ноч каж эило- уда балла лен их сираниню>> 


` Ком > № г- 
зу МЕУ саат. 
Е ИВ. е: > -“” 


д иле лето 


БЗ Пятьч---а. 3 =. 
измерений 7 к +, 2 қы 
29 ауыл В ---ае == 
измерений У “г р Е 
——__—= == Есе 22204, ‹ м 
НЫ саа 4 т. а) 757: 
= 227; ЕЕ сала АС , = Ба 42 
-/С--т-- ^= >: < аса 
Б) г 7 Т = — 
Нет РОМАНТИКА А Одно измерение 
ПОИНТЛАНДИЯ МНОГИХ Е 2” 


ва измерения 
Д р Жы измерения 


Иллюстрации автора 
ФЛАТЛАНДИЯ Э двин Э. Эбботт ( 1838—1 926) ПРОСТРАНСТВО 


(СПЕЙСЛАНДИЯ) 


НАКОНЕЦ 
Я ИЗБАВИЛСЯ ОТ 
ЗАБЛУЖДЕНИЙ 
ОБ ОДАРЕННОСТИ 
СУЩЕСТВ ИЗ ВЫСШИХ 
ИЗМЕРЕНИЙ! 
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Эварист Галуа 


В течение ХІХ века в алгебре наблюдался рост общности и абстракции. 
Она все больше опиралась на формальные определения. Постепенно 
появилась идея, что система формальных определений может ссылаться 
на другие понятия, такие как числа и арифметические операции с ними. 


Большой шаг в этом направлении сделал французский математик Эва- 
рист Галуа (1811-1832), который стал одной из наиболее трагических 
фигур в истории математики. Он был ярым республиканцем, а время 
его жизни пришлось на период суровой политической реакции. Пред- 
полагается, что он стал жертвой провокаторов, организовавших роман 
между незадачливым юнцом и невестой знаменитого дуэлянта. Галуа 
был убит в юном возрасте 21 года. В последнюю ночь жизни он изложил 
на бумаге все свои идеи. Рукопись была почти утеряна, но все же ее 
удалось восстановить и опубликовать спустя примерно пятнадцать лет. 


Галуа сражался с известной задачей поиска решения в квадратных 


корнях общего уравнения пятой степени х° +... = 0. В то время сложи- 
лось мнение, что данная задача неразрешима, но никто не смог этого 
доказать. 


ИМЕННО ЭТО 
Я РЕШИЛ СДЕЛАТЬ, 
И В ПРОЦЕССЕ 
УТОЧНЕНИЯ СВОЕЙ 
АРГУМЕНТАЦИИ Я 
НАБРЕЛ НА НОВУЮ 
ИДЕЮ — ТЕОРИЮ 
ГРУПП. 


ОЧЕНЬ 


ДАЛЬНОВИДНО 
С ЕГО 
СТОРОНЫ. 
КЕРУ, 
4 
ЛАР | 
қ КО “ 
а 


122 


МЕНЯ ЕСТР 
КОЕ-ЧТО, ЧЕМ \ 
Я ХОТЕЛ БЫ 
ПОДЕЛИТЬСЯ 


Группы 


Группы — математические струк- 
туры, определяемые элемента- 
ми и правилами взаимодействий 
между ними. Их можно считать 
арифметическими системами без 
чисел. Их элементы не нуждают- 
ся в счете и измерении и не яв- 
ляются «числами» в привычном 
понимании этого слова. Галуа по- 
нимал, что могут существовать последовательности операций, которые 
ведут себя как сложение. 


Такие последовательности обладают несколькими определяющими 
свойствами. 


1. Для любых двух элементов есть третий, являющийся результатом их 
сочетания, например: 2 + 2 = 4. 


2. Есть «нейтральный» элемент, не изменяющий никакой другой эле- 
мент при сочетании с ним, как в случае 2 + 0 = 2. 


3. Для каждого элемента есть «обратный» ему, при сочетании с которым 
получается нейтральный элемент, т. е. 2 + (-2) = 0. 


У? 
\ ВСЯКИЙ, КТО ГА 


ПОЗНАЛ «НОВУЮ % 
МАТЕМАТИКУ» 
‚В ШКОЛЕ, ХОРОШО 

ЗНАЕТ ВСЕ ЭТО. 


ИМЕННО ЭТО 
НАЗЫВАЮТ 
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В качестве примера группы, который на самом деле является очень 
упрощенной версией того, что сделал Галуа, рассмотрим набор из че- 


тырех объектов. (а) [ъ] с 2) 


Они не являются элементами группы. Группа состоит из операции 
циклического сдвига этих четырех обьектов. Вот как можно представить 


сдвиг на одну позицию: >] А 2 
на две позиции: А а Гь] 


и на три: 


ЗОЈА 


ВЫПОЛНИВ СДВИГ НА 
ЧЕТЫРЕ ПОЗИЦИИ, МЫ 
ВЕРНЕМСЯ К ТОМУ, 

С ЧЕГО НАЧАЛИ, ЭТО 
НЕЙТРАЛЬНАЯ ОПЕРАЦИЯ, 
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Эти сдвиги можно назвать: А, В, Си 1. Тогда А + С означает сдвиг 
на 1 + З позиции, что дает 4 позиции, или нейтральную операцию! 
Нетрудно составить полную «таблицу сложения» на множестве этих 
четырех элементов: три плюс нейтральная. 


ЭТО НЕ ЧИСЛА, 
но они 
ОБЛАДАЮТ СВОЕЙ 

\ АРИФМЕТИКОЙ. 


Д 


" 


МАМ 


е2 
г; ` 
“ 


Й 


Несмотря на тривиальность примера, 
в нем заключена мощная идея: воз- 
можность оценить свойства системы 
операций, определяемой «таблицей 
сложения». Нам не нужны примеры 
систем в физических процессах, та- 
ких как движение, или алгебраических 
объектах, таких как корни уравнений. 
Структура сама определяет себя. Такие 
структуры не обязательно должны быть 
группами; может существовать второй 
набор сочетаний, своего рода «таблица 
умножения». 
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Булева алгебра 


Вскоре ученые обратили внима- 
ние на другие операции. Одним 
из наиболее захватывающих до- 
стижений стало изобретение ан- 
глийского математика Джорджа 
Буля (1815-1864), который при- 
менил математические методы 
к сущностям, не поддающимся 
количественной оценке, таким 
как логические утверждения. 


Я СКРОМНО НАЗВАЛ МОИ 
ПОПЫТКИ «ЗАКОНАМИ 
МЫШЛЕНИЯ». 


ў 
В современ- 


ной форме (5 
это алгебра 


комбинаций 

множеств, 

или булева = : =. ©: М7: Е 
ЭТО ОПЕРАЦИЯ ЕЕ ие ғ 

алгебра. «ОБЪЕДИНЕНИЯ» : : 
(ПОЛУЧАЮЩЕЕСЯ 


МНОЖЕСТВО СОДЕРЖИТ 
ВСЕ ЧЛЕНЫ, 
ПРИНАДЛЕЖАЩИЕ 
ИСХОДНЫМ)... 


„И «ПЕРЕСЕЧЕНИЕ» 
(ПОЛУЧАЮЩЕЕСЯ МНОЖЕСТВО 
СОДЕРЖИТ ТОЛЬКО ЭЛЕМЕНТЫ, 
ВХОДЯЩИЕ В ИСХОДНЫЕ). 


...Я ПРЕДПОЧЕЛ БЫ НЕ ТЕРЯТЬ МОИ ЧЛЕНЫ 
В ХОДЕ ОПЕРАЦИИ, ЕСЛИ ЭТО ВОЗМОЖНО... 


БУЛЕВА АЛГЕБРА ВСТУПАЕТ 
В ИГРУ ВСЕГДА, КОГДА 
ПОЯВЛЯЕТСЯ ВЫБОР 
МЕЖДУ ВАРИАНТАМИ. ОНА 
ПОДКАРАУЛИВАЕТ НАС, КОГДА 
МЫ ВЫПОЛНЯЕМ ПОИСК 
В ИНТЕРНЕТЕ. 
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Представьте поиск рецепта пасхальных булочек с корицей. Мы наби- 
раем ключевые слова: 


ПАСХАЛЬНЫЕ БУЛОЧКИ С КОРИЦЕЙ 


Поисковый механизм задает нам вопрос, хотим ли мы получить сайты 


С любым из ключевых слов или Со всеми ключевыми словами 


Первый выбор нам даст все сайты, в которых присутствует хотя бы 
одно из слов: «пасхальные», «булочки» или «с корицей». В терминах 
диаграммы Венна имеем: 


И 
ПАСХАЛЬНЫЕ 


мМ 
> 


С-ТА АНА мыл дал ДА, 
арии 


7 1920777) Қр) 
СІ 


р>9 2% АЛҚ м т 


В терминах теории множеств это выглядит так: {пасхальные} + {булочки} 
+ {с корицей}. Такой запрос даст ссылки на многие сайты, содержание 
которых будет интересным, но не релевантным. 


Но если нам нужны только «пасхальные булочки с корицей» и больше 
ничего, нам нужны сайты, в которых есть все три слова: «пасхальные», 
«булочки» и «с корицей». Теперь картина выглядит иначе: 


Помимо арифметических 
операций с числами 
компьютерные программы 
\ включают многочисленные 
операторы выбора. 


КОРИЦЕЙ 
2/0, 


2) 


(по-французски 
они называются 
огаіпаќеигѕ) 


Поэтому в основе 
их логики лежит 
булева алгебра. 


В терминах теории множеств 
это выглядит так: {пасхальные} 
Х {булочки} Х {с корицей}. 
И тогда мы получим только 
пасхальные булочки с корицей 
и ничего другого. 
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«Арифметика» булевой алгебры интересна тем, что, в отличие от обыч- 
ной арифметики, имеет два отношения «дистрибутивности»: 


АХ (В + С) = (АХС) и А+ (ВХС) = (А + С) 
В обычной арифметике первое возможно, второе — нет. Но для мно- 
жеств, где «Х» означает пересечение, а «+» — объединение, возможны 


обе операции, как показано на диаграмме Венна. 


Вот «закон дистрибутивности» для случая с числами: 


УХХ 22252 

е 

555 227 

МУҳАД227 
Э 


(АХВ) + (АХС) 
АХ (В + С) 


В улосоносаумл/ Ажи и 
6 случае, Со ЧАА СКЛА ЛААЛ, 


налили 
(3Х 4) + (ЗХ 5) 


(А+В)Х (А + С) 


А + (ВХС) 
Сорри 
В случае Си ЧАСА АЛАР 


(3+4)Х (3+ 5) = 56 


3+ (4Х 5) = 23 


Примеры, подобные этим, дали математикам огромный простор для 
воображения. «Арифметика», изучаемая математиками, стала совсем 
другой по сравнению с применимой к числам. 
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Кантор и множества 


Пока некоторые беспокоились о чис- 
лах, другие сконцентрировались на 
бесконечности. Множества, действи- 
тельно бесконечные, ранее были 
предметом спекуляций, математи- 
ческих и мистических. Немецкий ма- 
тематик Георг Кантор (1845-1918) 
сделал смелый шаг к приручению 
бесконечности. 


Я ПОКАЗАЛ, КАК СОЗДАВАТЬ 
ПОДОБНЫЕ МНОЖЕСТВА, 
А ТАКЖЕ ПРЕУСПЕЛ В ИХ 
ПЕРЕЧИСЛЕНИИ. 


Он предложил схему перечисления всех дробных чисел, используя 
следующий шаблон. 


Вот как выглядит правило пере- 
числения всех дробей. Начиная 
с левого верхнего квадрата, дви- 
жемся по диагонали вниз и влево, 
из 2/1, затем из 3/1 и так далее. 
По мере продвижения проверяем, 
было ли число посчитано до этого 
(например, 2/4 = 1/2), и пропускаем 
дробь, если она уже встречалась, 
иначе включаем в подсчет. Допол- 

р нительно сокращаем дроби до несо- 
ГАЛОПОМ» кратимого числа, например 2/1 = 2. 


ЭТО ШУТКА, ЧТО 


“Ты... 
ТЕННИС... 


ВЫ ЗАМОЛЧИТЕ? Я 
ПЫТАЮСЬ РАЗОБРАТЬСЯ 
В МАТЕМАТИКЕ! 


ТЕННИС... 
ПОНИМАЕТЕ?“ 


В результате получается последовательность: 
ИЗА Ы Б; ША. 


Как видите, сначала перечисляются все дроби (включая целые), в ко- 
торых числитель и знаменатель в сумме дают 2, затем 3, затем 4 и так 
далее, и каждый раз перечисление начинается с дроби, имеющей наи- 
больший числитель. В конечном итоге так можно перечислить каждое 
число, целое или дробь. 


Точно так же можно перечислить все числа, являющиеся решениями 
алгебраических уравнений, такие как У2 
или У(-1). 


ИНТЕРЕСНО, 
ЕСТЬ ЛИ СПОСОБ 
ПЕРЕЧИСЛИТЬ ВСЕ 
ТАКИЕ ЧИСЛА? 


НО ЕСТЬ ЕЩЕ 
ДРУГИЕ ДРОБИ, 
ТАКИЕ КАК Л.И Е, 
И МНОГИЕ, МНОГИЕ 


\ 
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Работы Кантора на самом деле доказали прямо противоположное тому, 
что он хотел доказать. Он обнаружил, что множество «вещественных 
чисел», точек на линии, неисчислимо. Его доказательство занимало 
всего несколько строк, но его нужно рассмотреть подробнее! 


Представим, что мы перечислили все числа, как в случае с дробя- 
ми и алгебраическими числами. В результате получился бесконечно 
длинный список, как тот, что мы составили выше. Теперь, как в случае 
с дробями, числа будут расположены не по порядку. 


Для простоты возьмем все числа между 
нулем и единицей и составим список из 
их десятичных представлений. Вот как 
мог бы выглядеть такой список: 


М1 = 0,7166932.... 


№2 = 0,4225896.... А 


МЗ = 0,7796419.... 
№4 = 0,3228952.... 


ЭТИ ЧИСЛА 
ВЫБРАНЫ 
ПРОИЗВОЛЬНО! 


Точки в конце каждой 
строки цифр означают, что это беско- 
нечная строка. 


А строка точек после М4 означает, что последовательность чисел М 
также бесконечна. 


ТЕПЕРЬ, ЕСЛИ ПРЕДПОЛОЖИТЬ, ЧТО 
В ЭТОТ СПИСОК ВКЛЮЧЕНЫ ВСЕ 
«ВЕЩЕСТВЕННЫЕ ЧИСЛА», ЗНАЧИТ, 
ЛЮБОЕ ЧИСЛО, КОТОРОЕ МОЖНО 
ПОСТРОИТЬ, УЖЕ СОДЕРЖИТСЯ ГДЕ-ТО 
В СПИСКЕ, 


ПРИДЕТСЯ 
ПРИЗНАТЬ, ЧТО 
МЫ НЕ СМОГЛИ 
ВКЛЮЧИТЬ В 
СПИСОК ВСЕ 
ВЕЩЕСТВЕННЫЕ 
ЧИСЛА. 


Можно ли создать число, которого нет в этом списке? Предположим, 
что у нас есть число, отличающееся от первого первым разрядом, от 
второго — вторым, от третьего — третьим, от четвертого — четвертым, 
ит. д. Мы можем создать число, со- 
держащее любую цифру в каждом 
разряде на единицу больше, чем 
цифра в том же разряде в числе, 
которое присутствует в списке. 


ДЛЯ СПИСКА, 
КОТОРЫЙ МЫ 
СОЗДАЛИ СНАЧАЛА... 


2-е место 
3-е место 9-0 ЛІ) 
4-е место 8»9/ 


Как видите, фактические цифры, которые мы 
укажем, не играют никакой роли. Они могут 
быть совершенно другими; сути это не меняет. 


То есть новое число, которое мы можем назвать 
«странным», теперь равно (для списка, который 
был в начале) $ = 0,8309...... 


И вот кульминация... 


$ ПРИСУТСТВУЕТ 
В СПИСКЕ? 


НИ НА ПЕРВОМ 


ПОЭТОМУ НАШЕ 


МЕСТЕ, НИ НА 
ВТОРОМ, НИ НА ПРЕДПОЛОЖЕНИЕ, 
ТРЕТРЕМ, НИ... ЧТО МЫ МОЖЕМ 


ПЕРЕЧИСЛИТЬ ВСЕ 
ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫЕ 
ЧИСЛА — ЛОЖНО! 


ЕГО НЕТ! 
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Кантор работал с двумя уровнями бесконечности: перечислимыми 
множествами (как, например, обычные числа) и точками на прямой. 
Как они могут быть связаны? Затем он получил способ генерировать 
и описывать бесконечности высших порядков! Для демонстрации ис- 
пользуем идею «подмножества». Если у нас есть множество из трех 
элементов, а, В и с, тогда его подмножествами являются пары ар, ас и 
бс, единичные элементы а, В и с, «пустое» множество (не содержащее 
ни одного члена), а также само множество. 


Подсчитав их количество, мы видим, что оно равно 8, или 23. Это но- 
вое множество называется множеством всех подмножеств исходного 
множества, или мощностью множества; и если исходное множество 
содержит М элементов, то множество всех его подмножеств содержит 
2“ элементов. 


Теперь Кантор мог создавать еще большие множества, просто как 
множества всех подмножеств один за одним. Он создал новый символ 
«размера» для этих множеств. Точнее, будучи иудеем, он адаптировал 
старую букву алеф из иврита, или к. Теперь если перечислить мно- 
жества размера алеф-нуль, или м, его множество всех подмножеств 
будет равно 2% 
и так далее. 


С ДРУГОЙ СТОРОНЫ, 
МНОЖЕСТВО ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫХ | 
ЧИСЕЛ НА ПРЯМОЙ, ПЕРВОЕ - С А. РАЗУМНЫМ ВЫГЛЯДИТ ПРЕДПОЛОЖЕНИЕ, 
НЕСЧЕТНОЕ МНОЖЕСТВО, ИМЕЕТ -. | ЧТО 2х0 РАВНО № 1, 
МОЩНОСТЬ № 4, КЕ НО ЭТА ГИПОТЕЗА ВВОДИЛА 

| В СОМНЕНИЯ МАТЕМАТИКОВ 


В ТЕЧЕНИЕ ЦЕЛЫХ ПОКОЛЕНИЙ. 
НЕВОЗМОЖНО? 


СЛУХИ ПО ПОВОДУ 
БЕСКОНЕЧНОСТЕЙ, ПОДОБНЫХ 
ЭТОЙ, ЗАВОРАЖИВАЛИ И 
ОЗАДАЧИВАЛИ, НО ЗАТЕМ 
СЛУЧИЛАСЬ БЕДА. 


/ Когда говорят о «множествах» в та- 
ком обшем смысле, вряд ли можно 
удержаться и не поговорить о «мно- 
жестве всех множеств» — в этом 
есть какой-то грамматический смысл, 
не так ли? Разтак, должно быть наибольшее множество из всех, чей размер 
будет точно равен алефу, назовем его м. Но, как и у любого другого множества, 
у него должно быть множество всех подмножеств, число которых равно 2%и 
оно значительно превосходит ҳ;. Тогда мы определили самое большое мно- 
жество, которое содержит все множества, и с его помощью можно получить 


2205 


Жанқара ап 


де. ы 


хя 


ЭТО БЫЛО ПОХОЖЕ 
НА МЕСТЬ ВСЕХ ДЕТЕЙ, 
КОТОРЫХ УЧИТЕЛЯ 
ОСАЖИВАЛИ, КОГДА 
ОНИ СПРАШИВАЛИ 
0 ПОСЛЕДНЕМ ЧИСЛЕ. 
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Кризис математики 


Парадокс бесконечности, открытой Кантором, представ- 
лял новый тип проблемы в математике. Это был уже не 
просто случай, когда математический объект как будто бы 
противоречит интуиции, как, например, У-1 или ах/аї. 
Теперь объект противоречил самому себе. Он выводился 
из своих аргументов, не отличающихся от всех остальных 
в обычной математике. 


Ў МАТЕМАТИ КА 
ОКАЗАЛАСЬ 
В СОСТОЯНИИ 
КРИЗИСА. 


МАТЕМАТИКА 
РАЗРУШАЕТ СВОЕ 
СОБСТВЕННОЕ 
ОСНОВАНИЕ? 


Рассел и математическая истина 


Среди тех, кто стремился разрешить этот кри- 
зис, был Бертран Рассел (1872-1970). В ходе 
своей долгой карьеры он занимался логикой, 
философией, прогрессивным обучением и, на- 
конец, гражданским неповиновением в знак 
протеста против ядерного оружия. С его точки 
зрения, математика единственная представ- 
ляла подлинную истину в мире, в противопо- 
ложность поддельным заявлениям религии. 


Я (КАК И ДРУГИЕ) 
ИЗУЧАЛ ЛОГИЧЕСКИЕ 
ПАРАДОКСЫ, ЧТОБЫ 
ПОНЯТЬ, ГДЕ КРОЕТСЯ 
ОШИБКА В ВЫВОДАХ 
КАНТОРА, 


Еще со времен античной 
Греции известно, что мно- 
гое может зависеть от ис- 
пользования слова «все», 
как во фразе «множество 
всех множеств». 


ЕСЛИ УТВЕРЖДЕНИЕ В КАВЫЧКАХ 
ИСТИННО, ТОГДА ЕГО СОДЕРЖАНИЕ 
ДОЛЖНО БЫТЬ ЛОЖНО... 


ДРУГИЕ ЗАВИСЯТ ОТ ССЫЛОК НА 
САМИХ СЕБЯ, КАК, НАПРИМЕР... 


УТВЕРЖДЕНИЕ 
\ ЛОЖНО». 


...НО ЕСЛИ УТВЕРЖДЕНИЕ 
В КАВЫЧКАХ ЛОЖНО, ТОГДА ЕГО 
СОДЕРЖИМОЕ ДОЛЖНО БЫТЬ ИСТИННО! 


Один из самых неординарных парадоксов связан с названиями. Опре- 
делим «В» как «наименьшее целое, которое нельзя описать меньше чем 
24 слогами». Обычно это должно быть очень большое число с 24 сло- 
гами, например, название «семь сотен тысяч миллионов миллиардов» 
содержит только 13 слогов. 


НО ПАРАДОКС В ТОМ, ЧТО 
САМО ОПИСАНИЕ «В» 

СОДЕРЖИТ ТОЛЬКО 23 

СЛОГА! 


(сосчитайте!) 


ТО ЕСТЬ «В» 
МОЖНО ОПИСАТЬ 
МЕНЬШЕ ЧЕМ С 
ПОМОЩЬЮ 24 
СЛОГОВ! 


НАЗВАНИЕ 
ПОЛУЧАЕТСЯ ДОВОЛЬНО 
СТРАННЫМ, НО НЕ ВАЖНО; 
ЭТО НАЗВАНИЕ, И ОНО 
ПРОТИВОРЕЧИТ САМО 
СЕБЕ! 


Это очень сложный парадокс, хотя он не содержит ни ссылки на самого 
себя, ни претендует на универсальность. Он показывает, как трудно 
спасти определенность в математике, прибирая ее логические основы. 


Поэтому данная кампания была заброшена даже самим Расселом. 


ЕДИНСТВЕННЫЙ ВЫХОД — НО УЗАКОНИТЬ ТАКОЕ 
ЗАПРЕТИТЬ УТВЕРЖДЕНИЯ, «ПРЯМОЛИНЕЙНОЕ МЫШЛЕНИЕ» 
| ССЫЛАЮШИЕСЯ НА САМИХ СЕБЯ. НЕПРОСТО... 


“ПОЭТОМУ МОГУТ ПОЯВЛЯТЬСЯ 


ДРУГИЕ ПАРАДОКСЫ. 137 
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«Доказательством» мог бы быть набор 
строк символов, объединенных прави- 
лами преобразований. Задача состояла 
в том, чтобы показать, что «действи- 
тельные» доказательства можно отли- 
чать от недействительных, и доказать 
истинность или ложность каждого ма- 
тематического утверждения. 


В ПОСЛЕДНЕЙ 
ПОПЫТКЕ ЗАЩИТИТЬ 
МАТЕМАТИЧЕСКУЮ ИСТИНУ 
БЫЛА РАЗРАБОТАНА ЕЩЕ 
ОДНА ЛИНИЯ АТАКИ. 


ВЗГЛЯНУТЬ НА 
МАТЕМАТИЧЕСКИЕ Я 
АРГУМЕНТЫ КАК НА ЧИСТЫЕ \ 
ФОРМАЛИЗМЫ, КОЛЛЕКЦИИ 
СИМВОЛОВ, И ПОСМОТРЕТЬ, 
МОГУТ ЛИ ОНИ БЫТЬ 
ТАКОВЫМИ, 


ОДНАКО ЭТА 
ПРОГРАММА 
ВСКОРЕ БЫЛА  \ 
ВЗОРВАНА ОДНИМ 
БЛИСТАТЕЛЬНЫМ 
МОЛОДЫМ УЧЕНЫМ, 
МНОЮ, КУРТОМ 
ГЕДЕЛЕМ, 


\ 


Теорема Геделя 


Курт Гедель (1906-1978) опубликовал свою теорему в 1931 году в от- 
вет на трехтомную работу по символической логике Альфреда Уайт- 


хеда (1861-1947) и Рассела, Принципы математики (1910-1913). 


МОЯ ТЕОРЕМА 
ДОКАЗАЛА, ЧТО ЛЮБАЯ 
СОГЛАСОВАННАЯ 
МАТЕМАТИЧЕСКАЯ СИСТЕМА 
ДОЛЖНА БЫТЬ 
НЕПОЛНОЙ... 


„ЭТО ЗНАЧИТ, ЧТО В ЛЮБОЙ 
СИСТЕМЕ МОЖНО ПОСТРОИТЬ 
ТАКУЮ ФОРМУЛУ, КОТОРУЮ 
НЕЛЬЗЯ НИ ДОКАЗАТЬ, НИ 
ОПРОВЕРГНУТЬ В РАМКАХ 
ЭТОЙ СИСТЕМЫ. 


БОЛЕЕ ТОГО, 
НЕЛЬЗЯ ДОКАЗАТЬ 
СОГЛАСОВАННОСТЬ 
ЛЮБОЙ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ 
СИСТЕМЫ БЕЗ 
ИСПОЛЬЗОВАНИЯ АКСИОМ, 
ЛЕЖАЩИХ ВНЕ ЕЕ. 


ЗАДАВАЯ КОНЕЧНОЕ 
ЧИСЛО АКСИОМ И 

ПРАВИЛА ВЫВОДА ИЗ 
НИХ ДРУГИХ АКСИОМ, 


„СМОЖЕМ 

ВЫРАЗИТЬ ПО 
МЕНЬШЕЙ МЕРЕ 
ОДНО ВЕРНОЕ 


МЫ ВСЕГДА, ЕСЛИ УТВЕРЖДЕНИЕ, 
СИСТЕМА СОГЛАСОВАНА... КОТОРОЕ СИСТЕМА 
НЕ СМОЖЕТ 


ДОКАЗАТЬ, 
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Его идея состояла в том, чтобы использовать числа по-новому. Он присвоил 
число каждой части математического утверждения, а затем объединил их, 
чтобы присвоить уникальное число каждому утверждению. Затем, почти 
как Кантор, создал «монструозное» число, представляющее значимое 
утверждение, но которое нельзя ни доказать, ни опровергнуть. 


ТЕОРЕМА ГЕДЕЛЯ 
РАЗ И НАВСЕГДА 
ПОКОНЧИЛА С МЕЧТОЙ, 
ЧТО МАТЕМАТИКА МОЖЕТ 
СТАТЬ ЛОГИЧЕСКИ 
СТРОЙНЫМ ЗДАНИЕМ 
ИСТИНЫ. 


ТТ 


Й 


. 
Гу 


Машина Тьюринга 


Из разрушительной работы Геде- 
ля возникла другая интересная 
идея — идея генерации матема- 
тических утверждений полностью 
абстрактным способом, поднятая 
Аланом Тьюрингом (1912-1954). 


В МОИХ РУКАХ ОНА 
ПРЕВРАТИЛАСЬ В 
ОПИСАНИЕ КОМПЬЮТЕРА, 
СИЛЬНО ОТЛИЧАВШЕГОСЯ 
ОТ МЕХАНИЧЕСКОГО 
КАЛЬКУЛЯТОРА, 


«Машина Тьюринга» состояла из 
ленты и программы, которая реа- 
гировала на информацию в каждой 
последующей секции ленты и вы- 
полняла элементарные операции. 
Учитывая уровень развития техно- 
логии в 1930-х, эта идея не имела 
никакого практического примене- 
ния. Но она позволила Тьюрингу 
получить версии методов Геделя, 
которые он хотел применить в сво- 
ей научной работе. 


Вскоре идеи Тьюринга нашли 
практическое применение и легли 
в основу разработки компьютеров 
во время Второй мировой войны. 
Сначала появились огромные вы- 
числительные машины, в которых 
программы задавались снаружи 
(с помощью кнопок и переключа- 
телей). Ситуация кардинально из- 
менилась, когда программы стали 
размещаться внутри компьютера, 
в специальном файле, коорди- 
нировавшем операции со всеми 
остальными устройствами. С этого 
момента исчезли ограничения на 
сложность или гибкость. 
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Тьюринг сам внес свой вклад в победу, участвуя в команде, которая 
взломала код немецкой шифровальной машины «Энигма». Он трагиче- 
ски погиб, как предполагается, из-за того, что его преследовали (и осу- 
дили) за гомосексуализм. Его обнаружили с признаками отравления 
цианидом, а рядом нашли отравленное яблоко, надкушенное с одной 


стороны. Как показало время, представления самого Тьюринга об аб- 
страктном компьютере были отчасти ошибочными. В его схеме простых 
операций не было места для программных ошибок, которые бы требовали 
«отладки». Десятилетиями компьютеры считались 
непогрешимыми; любые ошибки были Ру 
результатом ошибок человека. АА 
И только теперь с откры- 
тием «ошибки тысяче- 
летия» мы все поня- 
ли, что абстрактные, 
формальные систе- 
мы компьютерной 
теории и компью- 
терные программы 
вовсе не боже- 
ственная истина, 
а произведения 2:7 
А 
человеческого су: 
разума. 


мм: ай 


С ростом мощности компьютеры стали оказывать влияние на саму 
математику. Компьютерная графика привела к появлению нового типа 
геометрии, известной как фрактальная геометрия, составленная 


из особых нерегулярных фигур. Эти фигуры «самоподобны», в том 
смысле, что любая подсистема фрактальной системы эквивалентна 
всей системе. 


б. 


=? 
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ЦРУ 
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Фракталы — у: 
А удивительно красивые кон- ке 
- 


7 струкции, очень сложные ивто “є “өз 
~ же время простые. Сложные, пото- = 
му что состоят из бесконечного числа “ы” 
элементов и обладают уникальными 
математическими свойствами (нет 


^ Ж 

уд двух одинаковых фракталов). И про- 252246 
о қ * стые, потому что создаются с помо- $ "2 
ч.4 щью простых операций. 25 


9 уху 


с 492 82 


г 


< 
д) Жж” , 
хОу: 5 
% уух ПСЕ 
и, фяғу, му та С 
Акаа 
Начнем с простого выражения вида х2 + у, где х — комплексное 
число, которое можно изменять, ау — фиксированное комплексное 
ЧИСЛО. Определим два комплексных числа, попросим компьютер 
сложить их и подставим результат вместо х в следующей итерации 
(и в итерации, следующей за этой, и т. д.). Результат впечатляет. 


ол» 
Қа 
хо 
КЫ 
19 
ж сай 
= А Ққ” 
ж” ЕМ х 
х © В А 
© Ф Ы У 
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МОЕ ИМЯ СВЯЗАНО 
СО ЗНАМЕНИТЫМ 
ФРАКТАЛОМ НА С. 443, 
КОТОРЫЙ НАЗЫВАЕТСЯ 
«МНОЖЕСТВОМ 
МАНДЕЛЬРРОТА». 


Че, 
Распростра Нир с 
я п нение зе 
Ривела к развитию нов 22 
о 
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Теория хаоса 


Теория хаоса описывает феномен, не являющийся 
случайным, который можно описать посредством 
дифференциальных уравнений и в то же время 
невозможно предсказать. Причина в том, что 
даже небольшие изменения в начальных условиях 
могут приводить к существенным изменениям 
в поведении решения. Классическое утверждение 
(на самом деле преувеличенное) этого свойства 
заключается в том, 


„ЧТО ВЗМАХ 
КРЫЛЬЕВ БАБОЧКИ 
МОЖЕТ ПОРОДИТЬ 


Хаотическое поведение тесно связано с фрактальными свой- 
ствами системы. Речь идет о самоподобии, поэтому, меняя 
масштаб описания поведения, мы видим такой же характер 
изменчивости. Многие явления, кажущиеся случайными, такие 
как изменение стоимости ценных бумаг на рынке, фактически 
обладают свойством самоподобия. Поэтому теорию хаоса можно 
использовать для управления портфелями акций. 
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ВОЗМОЖНО, САМЫЙ ВАЖНЫЙ 
ВКЛАД ТЕОРИИ ХАОСА В НАШЕ 


БЕЛІ 


ПОНИМАНИЕ МАТЕМАТИКИ 
ЗАКЛЮЧАЕТСЯ В ТОМ, ЧТО 
ОНА СДЕЛАЛА НЕВЕЖЕСТВО 
РЕСПЕКТАБЕЛЬНЫМ. 


ВПЕРВЫЕ, КОГДА 
ОПРЕДЕЛЕННОСТЬ МАТЕМАТИКИ 
ДАЛА ТРЕЩИНУ ИЗ—ЗА 
ОТКРЫТИЯ ПАРАДОКСОВ 
БЕСКОНЕЧНОСТИ ГДЕ-ТО 
В НАЧАЛЕ ХХ ВЕКА, ВОЗНИКЛО 
ОЩУЩЕНИЕ «КРИЗИСА 
ОСНОВАНИЯ». 


ОНА ДАЛА МАТЕМАТИКАМ 
ЗАДАЧИ, КОТОРЫЕ СВЯЗАНЫ 
С НЕВОЗМОЖНОСТЬЮ 
ДЕТАЛЬНЫХ ЗНАНИЙ. 


/6; 1, ° 
| | Теперь ЖЕ ке 7 
| БЫЛОЕ ВЫГЛЯДИТ 
ЧАСТЬЮ ПРОГРЕССА — 
ОНО ОТРАЖАЕТ 
ПРОДОЛЖИТЕЛЬНЫЕ 
ИЗМЕНЕНИЯ В 
ВОСПРИЯТИИ 
МАТЕМАТИКИ. 


1 


14. ; с Ку Р: 
0: Э == (59-0, А % 3 \\ 
Ш тл 


Топология 


Рост мощности компьютеров отражается на математике еще одним, 
более значимым способом. С помощью компьютеров удалось получить 
доказательства, непосильные для человеческого мозга. Самый знаме- 
нитый из недавних случаев произошел в области топологии. Топология 
изучает отношения между различными структурами, независимо от 
их точной формы. Ее можно считать областью математики, в которой 
задачи легко формулируются, но сложно решаются. 


Одной из наиболее трудных топологических задач — это «теорема о че- 
тырех красках». Она утверждает, что любую карту можно окрасить, ис- 
пользуя только четыре цвета, при этом никакие 

две страны с общей границей не будут окра- 
шены в один и тот же цвет. (Точка не счита- 
ется общей границей; иначе можно было 

бы представить «карту» в виде круговой 
диаграммы, для окраски которой потре- 
бовалось бы число цветов, совпадающее 

с числом секторов.) Единственное огра- 


ШІ | р ничение: «страна» должна быть единым 


участком земли без разрывов, и никакая 
мтр!" страна не может иметь «остров» внутри 
другой (как, например, в случае Ита- 
лии и Швейцарией около Лугано). 


а (ІІ) 
«Й 2 ІШ» Й Б 


| Шы 


Рр. Е т» КАЖДЫЙ МОЖЕТ 
ПОЭКСПЕРИМЕНТИРОВАТЬ 
С КАРТАМИ ИЗВИЛИСТЫХ, 

ПЕРЕСЕКАЮЩИХСЯ 
СТРАН И ПОСМОТРЕТЬ, 


ДОСТАТОЧНО ЛИ ЧЕТЫРЕХ 
ЦВЕТОВ! 


ТІ) 


ИССЛЕДУЯ ЗАДАЧУ О ЧЕТЫРЕХ 
ЦВЕТАХ, МАТЕМАТИКИ 
ОБНАРУЖИЛИ, ЧТО ВАЖНУЮ РОЛЬ 
ИГРАЕТ ФОРМА «МИРА», 


ДЛЯ ТОРА (ФОРМА 
ПОНЧИКА) ОТНОСИТЕЛЬНО 
ЛЕГКО ДОКАЗАТЬ, ЧТО 
ДОСТАТОЧНО ПЯТЬ 
ЦВЕТОВ. - 


НО ДЛЯ СФЕРЫ ИЛИ 
ПЛОСКОСТИ ДЕЛО ОБСТОИТ 
ЗНАЧИТЕЛЬНО СЛОЖНЕЕ. 


Наконец, доказательство появилось в 1976 году. Но оно зависело 
от детального исследования более чем тысячи случаев, что явно за 
пределами человеческих возможностей. Поэтому для тестирования 
каждого из особых случаев была создана компьютерная программа; 
и она работала, давая ожидаемый результат. 


Но затем математики поняли, что не могут проверить доказательство! 
Компьютерная программа — это не последовательность логически связан- 
ных выражений, а набор инструкций. Можем ли мы быть уверены, что 
конкретная программа (в отличие от других) была отлажена абсолютно 
безупречно? Наконец, консенсус все же был достигнут, и доказательство 
теперь признано «действительным». 


148 


Теория чисел 


Задачи в теории чисел, так же как в топологии, легко описываются 
и трудно доказываются. 


ВОТ МЫ 


| За И ПОПРОБУЕМ... 
г = 1 


НАПРИМЕР, ЕСТЬ 
«ТЕОРЕМА», СОГЛАСНО 
КОТОРОЙ КАЖДОЕ ЧЕТНОЕ 
МОЖНО ПРЕДСТАВИТЬ КАК 
СУММУ ДВУХ ПРОСТЫХ 
ЧИСЕЛ. 


ЛА 


ХОРОШО, 
РОДОЛЖАЙТЕ. 


Доказать справедливость этой теоремы 
для всех четных чисел сложно. Долгое вре- 
мя эта задача оставалась настоящим вызовом для математиков. Первая 
успешная атака на нее, известная как «гипотеза Гольдбаха», показала, 
что потребуется не более 400 000 простых чисел! 


Я СОБРАЛ ВСЕХ ГЛАВНЫХ ® 
ПОДОЗРЕВАЕМЫХ, 
МИСТЕР ХОЛМС. 


ПОКАЗЫВАЙТЕ `. 
их одного 
ЗА ДРУГИМ, 
СЕРЖАНТ. 
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Наиболее известной теоремой 
в теории чисел является теорема 
французского математика Пьера 
де Ферма (1601-1665). 


ОНА БЕРЕТ 
СВОИ ИСТОКИ ИЗ 
МОИХ РАЗМЫШЛЕНИЙ 
ОБ ОДНОМ ИЗ САМЫХ 
СТАРЫХ МАТЕМАТИЧЕСКИХ 
ОТНОШЕНИЙ, ТЕОРЕМЕ 
ПИФАГОРА. УТВЕРЖДАЕТСЯ, 
ЧТО СУЩЕСТВУЕТ 
«БЕСКОНЕЧНО» МНОГО 
РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЯ... 


а? + |2 = с?, 


где а, рис являются целыми. По- 
строением таких троек чисел за- 
нимались на протяжении многих 
веков. 


Мы видели, что мусульманские 
математики думали об этом отно- 
шении для уравнений более вы- 
соких степеней. Некоторые даже 
пытались доказать, что невозмож- 
но найти примеры чисел, удовлет- 
воряющих: 


ХЗ + уз = 73, 


И Пьер Ферма считал, что сделал 
это, думая, что смог доказать отсут- 
ствие целочисленных решений... 


хп + у" = 7" 
для п больше 2. 


Он написал другу, что нашел корот- 
кое и изящное доказательство, но 
оно не поместится на полях письма! 
Так началась погоня, которая про- 
должалась три века и закончилась 
совсем недавно. Доказательство 
было найдено английским мате- 
матиком Эндрю Уайлсом (родился 
в 1953 г), который сейчас препо- 
дает в Принстонском университете. 


ОНО ОСНОВАНО НА 
ГЛУБОКО АБСТРАКТНОЙ 
МАТЕМАТИКЕ И СОСТОИТ 
ИЗ ТЫСЯЧ СТРОК, 
ВКЛЮЧАЯ СОТНИ 
ВЫЧИСЛЕНИЙ 
И ЛОГИЧЕСКИХ 
СВЯЗЕЙ. 


Это лишний раз подтверждает, 
что человеческий разум способен 
справляться с задачами, пока не- 
посильными для компьютеров! 


Теория чисел традиционно была одной из наименее практичных отраслей 
математики. Но по мере развития различные области знаний начинают 
вступать в соприкосновение самыми неожиданными способами. 


=" 


НАУКА «КРИПТОГРАФИЯ» 
(ИЗУЧАЮЩАЯ СОСТАВЛЕНИЕ 
И ВЗЛОМ ШИФРОВ) 
ТРАДИЦИОННО ПРЕДСТАВЛЯЛА 
ИНТЕРЕС ТОЛЬКО ДЛЯ СОЛДАТ 
И ШПИОНОВ. 
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2 
Ж 
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Но она вдруг стала иметь боль- 
шое коммерческое, технологи- 
ческое и политическое значе- 
ние, поскольку безопасность 
сообщений, посланных через 
Интернет, полностью зависит 
от сложности взлома шифра. 


сы” 
\ № 


5) 


Қы 


“4 ` Е -. 


Лучший способ создать шифр — 
использовать очень большие чис- 
ла, простые множители которых 
нельзя легко вычислить. Определение таких 
чисел и разработка методов их конструиро- 
вания и разложения на простые множители 
основаны на теории чисел и групп. То есть даже 
самые абстрактные области математики теперь 
могут оказаться на переднем крае практического 
применения. Поскольку правительства весьма 
заинтересованы в возможности перехватывать 
и расшифровывать любые сообщения, которые мо- 
гут посылаться преступниками или террористами, 
эта проблема приобрела также яркий политический 
характер. 


С ЭТИМ ЧТО-ТО 
НУЖНО ДЕЛАТЬ! 
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Статистика 


Наибольшее влияние на жизнь простых граждан оказывает раздел 
математики, который называется статистикой. Этот термин означает 
«государственное управление», поскольку правительства понимают, 
что лучше справятся со своей работой, если будут иметь информацию 
о происходящем в государстве. Но просто собрать огромное количество 
чисел недостаточно; чтобы они стали полезными, их нужно сгруппиро- 
вать, проанализировать и обобщить. 


В этой работе используются различные статистические показатели, 
такие как «среднее». Но эти числа являются лишь представителями 
множества; в одних случаях они помогают вскрыть и прояснить картину, 
а в других могут использоваться, чтобы скрыть и исказить ее. 


Чтобы понять, как работает статистика, представьте деревню, 


где сто крестьян зара- десять фермеров за- а один домовла- 
батывают в год жал- рабатывают неплохие делец — шикарные 
кие 100 долларов, 1000 долларов, 10000 долларов. 


47... 
2 


2 


%” 


СООТВЕТСТВЕННО, 
«СРЕДНИЙ» ДОХОД 
ПОЧТИ В ТРИ РАЗА 
ПРЕВЫШАЕТ ДОХОД 
БОЛЬШИНСТВА 
ЛЮДЕЙ! 


Общий доход жителей деревни составляет 30 000 долла- 
ров и делится на 111 домохозяйств, что дает скромные 
270 долларов в год. 
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Вместо этого мы могли бы взять медианный доход (меньше которого 
имеют 50% жителей) или модальный (доход, получаемый большин- 
ством). В обоих случаях это будет 100 долларов, и в обоих случаях 
игнорируются те, кому повезло больше. Чтобы точнее представить рас- 
пределение доходов, мы могли бы привести нижний и верхний децили 
(10 и 90% уровни); 90% дециль захватит одиннадцать домохозяйств 
с уровнем дохода выше среднего. 56 


НО ДАЖЕ ПРИ 
ВСЕХ ЭТИХ 
УСОВЕРШЕНСТВОВАНИЯХ 
НИ ОДИН из 
СТАТИСТИЧЕСКИХ 
ПОКАЗАТЕЛЕЙ ДОХОДОВ 
ДОМОХОЗЯЙСТВ 

НЕ ВКЛЮЧАЕТ 
ТРАНСНАЦИОНАЛЬНУЮ 
АГРОПРОМЫШЛЕННУЮ 
ФИРМУ, КОТОРАЯ 
ПРОДАЕТ ВСЕ СЕМЕНА 
И ПОКУПАЕТ ВСЮ 
СЕЛЬСКОХОЗЯЙСТВЕННУЮ 
ПРОДУКЦИЮ, 
ПРОИЗВЕДЕННУЮ 
В ДЕРЕВНЕ. 


ОНИ ОБДИРАЮТ 
НАС КАК ЛИПКУ. 


Этот последний пример 
напоминает нам, что не су- 
шествует абсолютно обьек- 
тивного, нейтрального ста- 
тистического представления. 
Со статистикой лгать дей- 
ствительно легко. 


В ЧИСЛЕ ИХ 
ГРЯЗНЫХ ТРЮКОВ — 
ГРАФИКИ БЕЗ 
БАЗОВОЙ ЛИНИИ 
ИЛИ МАСШТАБА И 
КАРТИНКИ, НА КОТОРЫХ 
УВЕЛИЧЕНИЕ НА 50% 
СОЗДАЕТ ВПЕЧАТЛЕНИЕ 
ЧЕТЫРЕХКРАТНОГО 
РОСТА. 


ОЗНАЧАЕТ, ЧТО 
ВСЯ СТАТИСТИКА 
ЯВЛЯЕТСЯ ПРОДУКТОМ 
НЕСПРАВЕДЛИВОСТИ, 
ЛЖИ ИЛИ 
КОРРУПЦИИ! 
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Р-значения и выбросы 


Для всех статистических критериев значимости приводится число, 
которое называется доверительным пределом или р-значением. Это 
может быть 5%, 1% или другое число (например, 95, 99%). Грубо го- 
воря, оно означает степень достоверности, гарантируемой критерием, и 
выражает шансы (20 к 1 или 100 к 1) ложноположительного результата. 
Никакой критерий не может дать идеальных результатов! Чем выше 
уровень достоверности, тем дороже обходится критерий; поэтому те, кто 
устанавливает стандарты для конкретной области, принимают решение 


КЛАССИЧЕСКИМ 
ПРИМЕРОМ МОЖЕТ 
СЛУЖИТЬ ОТБОР 
ЯБЛОК, КОГДА ОДНО 
ГНИЛОЕ ЯБЛОКО МОЖЕТ 
ИСПОРТИТЬ ЦЕЛУЮ 
БОЧКУ... 


‘И ОТБОР 
АРТИЛЛЕРИЙСКИХ 
ВЗРЫВАТЕЛЕЙ, КОГДА 
ОДИН НЕИСПРАВНЫЙ 
ВЗРЫВАТЕЛЬ МОЖЕТ 
УНИЧТОЖИТЬ ВСЕ СУДНО 
ВМЕСТЕ С ГРУЗОМ. 


мж. 


Р-значения, предназначенные для ограничения вероятности ложно- 
положительных результатов, имеют обратную сторону. Более высокая 
строгость делает критерий более «избирательным», но менее «чувстви- 
тельным». Если мы проверяем токсичность какого-либо загрязнителя 
окружающей среды, р-значение, равное 95%, защитит нас от ложных 
тревог, но оно же сделает нас уязвимыми в обманчивом самоуспокое- 
нии. Таким образом, очевидно «объективный» статистический критерий 
значимости воплощает подразумеваемое «бремя доказательства»: 
считается ли вещество безопасным, пока не доказано обратное, или 
предпочтительнее использовать стратегию «раннего предупреждения»? 
В каждом случае действует «принцип предосторожности». Неизбежно 
возникает вопрос, по отношению к кому проявляется предосторожность? 


Даже при простейшем использовании статистики, например для пред- 
ставления экспериментальных данных, неизбежны оценочные суждения. 
Не все данные находятся рядом с линией, проведенной через точки; 
фактически чрезмерная близость может служить признаком сфабрико- 
ванных данных. Некоторые данные будут довольно далеки от основной 
массы — мы называем их «выбросами». При включении в вычисления 
они могут исказить результат. 
Но чтобы их отбросить, не- 
обходима уверенность, 
что с ними что-то не 
так, иначе можно по- 
терять ценную и даже 
критически важную 
информацию. 


ПЕРВЫЕ ДАННЫЕ 
ЗА НЕСКОЛЬКО ЛЕТ ОБ 
«ОЗОНОВОЙ ДЫРЕ» НАД 
АНТАРКТИКОЙ БЫЛИ ПОТЕРЯНЫ, 

ПОЗЖЕ ОБНАРУЖИЛОСЬ, 

ЧТО ИХ ОТФИЛЬТРОВАЛА 
СТАТИСТИЧЕСКАЯ КОМПЬЮТЕРНАЯ 
ПРОГРАММА, ПОСЧИТАВШАЯ ЭТИ 
ДАННЫЕ ВЫБРОСАМИ. 


Вероятность 


Методы обработки статистических данных основаны преимущественно 
на теории вероятностей. Она включает три совершенно разных понятия, 
которые часто путают. 


ВО-ПЕРВЫХ, СУЩЕСТВУЕТ 
«ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ» 
ВЕРОЯТНОСТЬ, ОСНОВАННАЯ НА 
СИММЕТРИИ, КАК В СЛУЧАЕ, 
КОГДА МЫ ГОВОРИМ, ЧТО 
ВЕРОЯТНОСТЬ ВЫПАДЕНИЯ 
СЕМИ ОЧКОВ ПРИ БРОСКЕ ДВУХ 
КУРИКОВ СОСТАВЛЯЕТ ВСЕГО 
ОДНУ ШЕСТУЮ. 


(Посчитайте сами: по- 
лучить семь очков из 
тридцати шести комби- 
наций можно шестью 
способами.) 


Во-вторых, есть «эмпириче- 
ская» вероятность, основан- 
ная на статистике, собранной 
в прошлом, как, например, ве- 
роятность, что человек доживет 
до семидесяти пяти лет. 


И наконец, есть «оценочная» вероят- 
ность, как, например, вероятность выигрыша 
ставки на победителя в скачках или во всеобщих 
выборах. 


Несмотря на концептуальные различия, эти три 
вида вероятности часто используются вместе без 
какого-либо четкого разграничения. Из-за 
этого статистический вывод имеет много 
подводных камней. 


Представьте, что кто-то говорит своей подруге: 


ЭТО КАКАЯ-ТО 
НЕПРАВИЛЬНАЯ СКОЛЬКО РАЗ ТЫ ДА ЭТО ПРОСТО 
МОНЕТА — КАЖДЫЙ ПРОБОВАЛА? СМЕШНО. ПРИ 
РАЗ, КОГДА Я БРОСАЮ 09 ОДИНОЧНОМ 
ЕЕ, ОНА ВЫПАДАЕТ ИСПЫТАНИИ «ВСЕ» 
ОРЛОМ! РЕЗУЛЬТАТЫ ВСЕГДА 


ПОЛУЧАЮТСЯ 
"ОДИНАКОВЫМИ. 


іш. 


ВИДИШЬ? ` 


еў 


НЕТ, ЭТО ПРОСТО 
СОВПАДЕНИЕ. ТАКОЕ 
МОЖЕТ ПРОИЗОЙТИ 
В ЛЮБОЕ ВРЕМЯ. ТЫ 
ДОЛЖНА СДЕЛАТЬ БОЛЬШЕ 
БРОСКОВ. 


ХОРОШО! СКОЛЬКО Ч Подруга вдруг оказывается в тупи- 
РАЗ ДОЛЖЕН ВЫПАСТЬ ке. Она знает, что выпадение орла 
ОРЕЛ, ЧТОБЫ Я СМОГЛА и решки для обычной монеты имеют 


СКАЗАТЬ, ЧТО МОНЕТА 


5 НЕПРАВИЛЬНАЯ? равные геометрические вероятности. 


То есть «при очень большом» коли- 
честве бросков орел и решка будут 
выпадать примерно равное количе- 
Г] ство раз. Это можно подтвердить эм- 
4:-- пирически. Но перейти от этих двух 
г: общих фактов к принятию решения 
; о необычности конкретной монеты — 


„м7 


к ра 


это совсем другая история. 
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Чтобы проверить обычность или необычности конкретной монеты, не- 
обходимо привлечь математическую теорию вероятностей и статистику. 
Затем экспериментальным путем проверить предположения о по- 
ведении монеты, оценить погрешность и установить доверительные 
пределы для окончательных выводов. Инцидент с бросанием монет, 
как выясняется, влечет за собой несколько серьезных проблем. Если 
прямая форма задачи — это просто утверждение о вероятности («ве- 
роятности выпадения орла и решки для обычной монеты равны»), 

то обратная форма («является ли монета необычной?») включает 
суждения, используемые статистикой. № 


Когда статистические аргументы пе- 
реплетаются с причинно-следствен- 
ными связями — подводные камни 
везде. Вот история 
о человеке, ко- 
торый не хо- 
тел путеше- 

ствовать по 


воздуху... 


Я НЕ ХОЧУ 
РИСКОВАТЬ, ПОТОМУ 
ЧТО ЕСТЬ ОДИН ШАНС 
НА МИЛЛИОН, ЧТО 
ТЕРРОРИСТОМ 
В ЭТОТ САМОЛЕТ БЫЛА 
ЗАЛОЖЕНА БОМБА. 


С С 


= 


М 
бдин СТАТИСТИК СКАЗАЛ МНЕ, у 
ЧТО ВЕРОЯТНОСТЬ ПОПАДАНИЯ 
ДВУХ БОМБ НА ОДИН САМОЛЕТ — 
СОСТАВЛЯЕТ ВСЕГО ОДИН НА 
ТРИЛЛИОН... у 
М 
НО ТЕПЕРЬ ВЫ 
ДОВОЛЬНО ЧАСТО А 
ЛЕТАЕТЕ. ПОЧЕМУ? 
^^ 


ВЫ ОШИРБАЕТЕСЬ, 
ТЕТІ 4 4 > 2 ДУМАЯ, ЧТО ПРИНЕСЕННАЯ 
ТЫ 8-4 ВАМИ БОМБА ПОВЛИЯЕТ НА 

" : НАМЕРЕНИЯ ВОЗМОЖНЫХ 

2 | ТЕРРОРИСТОВ. ВЕРОЯТНОСТЬ, 
...И Я БЕРУ С а ее: ЧТО ТЕРРОРИСТ ПРОНЕСЕТ 
С СОБОЙ 2 " & НА БОРТ ВТОРУЮ БОМБУ, С 
: УЧЕТОМ ТОГО, ЧТО ТАМ УЖЕ 

ИМЕЕТСЯ ОДНА, ОСТАНЕТСЯ 
ТОЙ ЖЕ — ОДИН НА 
МИЛЛИОН — КАК 

И РАНЬШЕ. 


ЕССЕ 


Неопределенность 


Те, кому приходится предоставлять цифры политикам или обществен- 
ности, сталкиваются с жестокой дилеммой. Если в объяснениях не- 
определенностей использовать оговорки относительно конкретных цифр, 
их могут не понять. А если пойти по пути упрощения и просто назвать 
«волшебное число», определяющее уровень безопасности (например, 
«один на миллион»), их могут обвинить во введении в заблуждение. 


МЫ, ЭКСПЕРТЫ, ХОТИМ СКАЗАТЬ, 
ЧТО РИСК ДЛЯ ЖИЗНИ НАСЕЛЕНИЯ 
ОТ КОНКРЕТНОГО КАНЦЕРОГЕНА 
СОСТАВЛЯЕТ «ОТ ОДНОГО НА 
СТО ТЫСЯЧ ДО ОДНОГО НА 
ДЕСЯТЬ МИЛЛИОНОВ (ПРИ УРОВНЕ 
М, ДОСТОВЕРНОСТИ 95%)». 


ш--д я 


НО МЫ, ОБЩЕСТВЕННОСТЬ, 
ХОТИМ ЗНАТЬ, ЯВЛЯЕТСЯ 
ЛИ ЭТО «БЕЗОПАСНЫМ», 
А ЕСЛИ НЕТ, ТО КАКИЕ 
МЕРЫ ПРЕДОСТОРОЖНОСТИ 
ПРИНИМАТЬ. 


ПОЭТОМУ ПЕРЕДАЧА 

НАУЧНЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ 
СОВСЕМ НЕ ТАКАЯ 
ПРОСТАЯ И 

«ОБЪЕКТИВНАЯ» 
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Управление неопределенностью представляет большую сложность 
для математиков, работающих на социальном фронте. Долгое время 
считалось, что прогресс в естественных науках отодвинет невежество 
и изгонит неопределенность — а то, что останется, можно приручить 
теорией вероятностей. 


но 
НЕОПРЕДЕЛЕННОСТЬ 
ВНОВЬ ВЫШЛА НА 
ПЕРЕДНИЙ ПЛАН. 


25555 


КАКОВЫ 
ШАНСЫ, 
ЧТО ЭТО 

ПРОИЗОЙДЕТ, 

А? 


Неопределенность захватила основы математики, и она же является 
сердцевиной квантовой теории физики. 


Сейчас мы вынуждены противостоять воздействию нашей промыш- 
ленной цивилизации на непредсказуемо сложную природную среду. 
И неопределенность выходит на первый план, как никогда ранее. Не- 
удивительно, что популярные новые области математики называются 
«катастрофой» и «хаосом». Теперь мы можем рассмотреть вопрос 
о необходимости включения неопределенности в наше представление 
о математике. 


Оценочные числа 


Наше понимание чисел, выработанное для счета и вычислений, не 
всегда подходит для выражения оценок. Для этого требуется при- 
менение других понятий и других навыков. Из-за давней традиции 
считать математику точной и истинной мы, как правило, не 
понимаем, что неопределенность является неотъемлемой 
частью оценочных значений. Чрезмерная точность числовой 
информации в СМИ и официальных заявлениях окутывает 
неопределенность тайной. В конце концов, если количе- 
ство выражается двумя цифрами, как, скажем, 47, то это 
означает, что оно находится между 46 и 48, или известно 
с точностью до 2%. 


И ЕСЛИ ЭТО «4+» - 
ЭТО «БЕЗОПАСНЫЙ 
ПРЕДЕЛ», ВЫЧИСЛЕННЫЙ 

ИЗ ВСЕВОЗМОЖНЫХ ДАННЫХ 

СО ВСЕВОЗМОЖНЫМИ 
ИНТЕРПРЕТАЦИЯМИ, ТО 
КАКОВЫ ШАНСЫ, ЧТО ОН 
ДЕЙСТВИТЕЛЬНО ИЗВЕСТЕН С 
ТОЧНОСТЬЮ до 2%% 


ЧРЕЗМЕРНАЯ ТОЧНОСТЬ 
СБИВАЕТ С ТОЛКУ И ВВОДИТ 
В ЗАБЛУЖДЕНИЕ, ОТ НЕЕ 
СТРАДАЮТ ПОЛЬЗОВАТЕЛИ И 
ПРОИЗВОДИТЕЛИ. 
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Значимость оценок зависит от кон- 
текста. В Библии приводится диалог, 
в котором проявляется удивитель- 
ная изощренность. В главе 18 Книги 
Бытия Авраам и Господь предстают 
перед городами Содом и Гоморра. 
И Господь говорит... Так, Авраам 
переводит дискуссию в другую пло- 
скость. 


4 УНИЧТОЖУ ЭТИ 
ГОРОДА ЗА ИХ 


УМОЛЯЮ ТЕБЯ, 
ГОСПОДИ, ПОЩАДИ 

ГОРОДА, ЕСЛИ В 
НИХ НАЙДУТСЯ ХОТЯ 
БЫ ПЯТЬДЕСЯТ 
ПРАВЕДНИКОВ, 


КСТАТИ, ЕСЛИ БУДЕТ 
НАЙДЕНО ТОЛЬКО СОРОК 
ПЯТЬ ПРАВЕДНИКОВ, 
УНИЧТОЖИШЬ ЛИ ТЫ 
ГОРОДА ИЗ—ЗА НЕХВАТКИ 
ВСЕГО ЛИШЬ ПЯТЕРЫХ? 


Теперь речь идет не 
о политике (пощада 
городов, если в них най- 
дется несколько праведных 
душ), а о реализации (что, если мы просто немного не 
добираем до нормы?). В этом контексте пятьдесят — это не точное ко- 
личество, а оценка с подразумеваемой «границей». Авраам утверждал, 
что сорок пять находится в пределах погрешности. Неужели Господь 
уничтожит город из-за нехватки пятерых, что в этом контексте ниже пре- 
дела значимости? Господь согласился с этой 
границей. Возможно, чувствуя мастерство 
своего собеседника, он быстро позволил Эта >< 
границе опуститься до десяти праведных 
душ, а Авраам благоразумно прекратил тор- 
говаться. 


В ЭТОЙ ИСТОРИИ 
НАШЛОСЬ ТОЛЬКО ЧЕТЫРЕ 
ПРАВЕДНИКА — СЕМЬЯ 
ЛОТА, ПОЭТОМУ ГОРОДА 
ПОГИБЛИ. 


Вы 


< 
|5 


у’ мхи < 

4 ж” 7, 

2 х^; ‹ А; К 
7 

Сіз 


История «спасения Содома» показывает, что в споре числа могут иметь 
совершенно разный смысл. «Пятьдесят» — это оценка, а пять или сорок 
пять — ее диапазон. Разница между сорока пятью и пятьюдесятью за- 
висит от контекста. Иногда разница значительна (выходит за границу), 
а иногда нет. Этот пример демонстрирует то, что мы теперь называем 
оценкой, но вопрос о значимости в зависимости от контекста относится 
ко всем оценкам и мерам. 


Аналогичное явление можно увидеть в «парадоксе дубликатов ключей». 
Сначала имеется оригинальный ключ, который подходит к замку, а затем 
люди делают дубликат с оригинала и дубликаты с дубликатов. Каждый 
раз копия «точна» (в пределах допустимых погрешностей станка), но 
после создания очередного дубликата он уже не подходит к замку. 
Причина в том, что ошибки, допущенные станком для изготовления 
дубликатов ключей и накопившиеся в ходе многократного копиро- 
вания, вышли за допустимые пределы соответствия замка и ключа. 
В данном случае мы имеем (с учетом погрешностей): А =В=С=... = 
К. Но А не равно К. С точки зрения обычной арифметики это безумие. 
Но этот пример показывает, что цифры в оценках и измерениях имеют 
смысл только в конкретных контекстах и означают не то же самое, что 
в простом счете. 
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Математика и евроцентризм 


Европейская математика 
сыграла значительную роль 

в самосознании Европы — ее 
восприятии себя как величайшей 
из культур, единой истинной ми- 
ровой культуры. Тем, кто считает 
математику по-настоящему универ- 
сальной и свободной от ценностей, 
трудно поверить в то, что математика 
и империализм идут рука об руку. Но 
математика была использована в каче- 
стве основного инструмента, чтобы «про- 
демонстрировать неполноценность» 
незападных 


культур. 


ЕВРОПА ИСПОЛЬЗОВАЛА 
ТРИ ТАКТИКИ 
ДЛЯ ПРОПАГАНДЫ 
ЕВРОЦЕНТРИЗМА 
В МАТЕМАТИКЕ, 


Ы АКЭЯ 


1. Она присвоила вклад незападных 
культур, одновременно сделав их 
невидимыми. До «греческого чуда» 
была полная пустота, и абсолютно 
ничего между ним и «европейским 
Возрождением» Х\ века. Это клас- 
сический евроцентрический подход. 


ЕВРОПА И ЕЕ 
КУЛЬТУРНЫЕ СВЯЗИ 


Теллнљи, в ежи Е 
ГРЕЦИЯ [> ОТКРЫТИЕ ЗНАНИЙ 
ГРЕЧЕСКИХ УЧЕНЫХ 
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2. Европа определила математику определен- 
ным образом и объявила большую часть вклада 
других цивилизаций «неистинной математикой». 
Неевропейские математические традиции были 

описаны как полностью эмпирические 
и продиктованные исключительно ути- 
литарными целями, а значит, были 
не настоящей, спекулятивной ма- 
тематикой. 


НО АРАБЫ БЕРЕЖНО 
СОХРАНИЛИ ИСТИННОЕ ГРЕЧЕСКОЕ 
НАСЛЕДИЕ СПЕКУЛЯТИВНОЙ 
МАТЕМАТИКИ И ПЕРЕДАЛИ ЕГО 
ЗАКОННЫМ НАСЛЕДНИКАМ — 
ЕВРОПЕЙСКИМ МАТЕМАТИКАМ 
ЭПОХИ ВОЗРОЖДЕНИЯ. 


Это «конвейерная лента» 
теории евроцентризма. 


АУУ 

е | 
3. Она узаконила &5& {р Ае 

ус 

представление 5 
о «традиционном» 
математическом 
развитии како чи- 
сто европейском 
продукте и инсти- 
туционализировала 
его в математиче- 


ском образовании. 


Т0 ЕСТР ДАЖЕ 
СЕГОДНЯ ВО ВСЕМ 
МИРЕ МАТЕМАТИКА 

ПРЕПОДАЕТСЯ С ТОЧКИ 
ЗРЕНИЯ ИДЕОЛОГИИ 
ИМПЕРИАЛИЗМА, 


ИМПЕРСКИЙ ОПЫТ 
ПОДГОТОВИЛ СТУДЕНТОВ 
К ТОМУ, ЧТОБЫ ОНИ СЧИТАЛИ 
НЕМЫСЛИМЫМ, ЧТО НЕ—ЕВРОПЕЙЦЫ \. 
МОГУТ ПРОИЗВОДИТЬ МАТЕМАТИЧЕСКИЕ \ 
ЗНАНИЯ. ЭТО ПОРОДИЛО 
МИФ, ЧТО МАТЕМАТИКА БЫЛА 
ЦИВИЛИЗАТОРСКИМ ДАРОМ, КОТОРЫЙ 
ЕВРОПА ПРЕПОДНЕСЛА КОЛОНИЯМ, 
ПРОМЕТЕЕВОЙ ИСКРОЙ, КОТОРАЯ В 
МОМЕНТ ПОЗВОЛИЛА БЫ ОТСТАЛЫМ 
ТУЗЕМЦАМ ПРОНИКНУТЬ В ТАЙНЫ 
НАУКИ И ТЕХНИКИ 
И ВОЙТИ В СОВРЕМЕННЫЙ 
МИР. 


Джордж Гевергезе 
Джозеф, британ- 
ский историк мате- 
матики азиатского 
происхождения. 
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Этноматематика 


НАКОНЕЦ, 
«ЭТНОМАТЕМАТИКА» 
НАЧАЛА ИЗУЧАТЬСЯ, 
ПРОДВИГАТЬСЯ И 
ИСПОЛЬЗОВАТЬСЯ 
В ОБУЧЕНИИ, 


ЭТНОМАТЕМАТИКА 
ПРОБЛЕМАТИЗИРУЕТ 
АКАДЕМИЧЕСКУЮ МАТЕМАТИКУ 
И ВЫВОДИТ НА СЦЕНУ «ДРУГУЮ» 
МАТЕМАТИКУ, ОБЫЧНО НЕ 
УПОМИНАЕМУЮ В ШКОЛЕ ИЛИ 
УНИВЕРСИТЕТЕ. 


Она стремится установить тесную связь между математикой, куль- 
турой и обществом и напоминает нам, что математика — это больше, 
чем абстрактные теоретические исследования платоновской традиции 
и учебные программы на их основе. Помогает увидеть разнообразие, 
изобретательность и творчество, проявленные разными народами 
в осмыслении своих математических задач. 


«ЭТНО» ОЗНАЧАЕТ «ЛЮДИ», 
И ЭТНОМАТЕМАТИКА — ЭТО 
МАТЕМАТИКА ВСЕХ ТЕХ 
ЛЮДЕЙ, КОТОРЫЕ БЫЛИ 
ИСКЛЮЧЕНЫ ИЗ ЗНАНИЙ И 
КУЛЬТУРНОГО ПРОИЗВОДСТВА, 


ОНА ВКЛЮЧАЕТ В СЕБЯ 
МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ТРАДИЦИИ 
НЕЗАПАДНЫХ ЦИВИЛИЗАЦИЙ, 
ТАКИХ КАК КИТАЙ, ИНДИЯ 
И ИСЛАМСКИЙ МИР... 


Я НАРАВНЕ С «НАРОДНОЙ» Й 
МАТЕМАТИКОЙ ДРЕВНИХ 

КУЛЬТУРНЫХ ТРАДИЦИЙ, ТАКИХ 
КАК «УЛИЧНАЯ МАТЕМАТИКА» 
КРЕСТЬЯН, ПРОДАЮЩИХ ТОВАР 
СО СВОИХ ТЕЛЕЖЕК 
В БРАЗИЛИИ... 


Ху «НАРОДНУЮ 

ММ МАТЕМАТИКУ» КОРЕННЫХ 
НАРОДОВ ЛАТИНСКОЙ 
АМЕРИКИ... 


КОВРОВЫХ 
ПОКРЫТИЙ 


МАТЕМАТИКА, 
ИСПОЛЬЗУЕМАЯ 
ЕВРОПЕЙСКИМИ 
ЖЕНЩИНАМИ В 
ВЯЗАНИИ, ВЫГЛЯДИТ 
КАК АЛГЕБРА, 


МИНУТОЧКУ! 
То есть этноматематические практики вклю- А ГДЕ ЖЕ ВО 


чают не только формальные символические И 
системы, но также пространственное проек- 

тирование, практические методы констру- 
ирования, методы вычислений, измерение г СТРАНИЦУ 
во времени и пространстве, особенные | И УВИДИТЕ... 
способы рассуждения и вывода и другую 
когнитивную и материальную деятельность. 


ШЫР” ЭТО ПРИСКОРБНО, НО 
” ПРАВДА В ТОМ, ЧТО НАШЕ 
МАТЕМАТИЧЕСКОЕ НАСЛЕДИЕ 
БЫЛО СОЗДАНО В ОСНОВНОМ 
«МЕРТВЫМИ БЕЛЫМИ 


Женщины, которые в прошлом МУЖЧИНАМИ», 


получили шанс отличиться в мате- 
матике, вызывают особый интерес. 
Одна из них, французский матема- 
тик Софи Жермен (1776-1831), 
фактически притворилась _ . · 
мужчиной в своей пере- 
писке с немецким ма- 
тематиком Карлом 
Фридрихом Гауссом %. 
(1777-1855). 


МОЙ СЕКРЕТ БЫЛ 
РАСКРЫТ, КОГДА АРМИЯ 
НАПОЛЕОНА ЗАХВАТИЛА 

ЕГО ГОРОД ГЕТТИНГЕН, И Я 

ИСПОЛЬЗОВАЛА СВОЕ ВЛИЯНИЕ, 

ЧТОБЫ ОБЕСПЕЧИТЬ ЕГО 

БЕЗОПАСНОСТЬ. 


КОГДА ФРАНЦУЗСКИЙ 
ОФИЦЕР ПЕРЕДАЛ МНЕ ПРИВЕТ 
ОТ МАДЕМУАЗЕЛЬ ЖЕРМЕН, Я 
БЫЛ ПОРАЖЕН; 
Я ДУМАЛ, ЧТО МОЙ 
ПАРИЖСКИЙ КОРРЕСПОНДЕНТ 
БЫЛ МОЛОДЫМ ЧЕЛОВЕКОМ! 


Психологи называли разные причины традиционной «неполноценно- 
сти» женщин в математике. 


НО ТЕПЕРЬ ДЕВОЧКИ 
В ЦЕЛОМ РАЗБИРАЮТСЯ 
В МАТЕМАТИКЕ ЛУЧШЕ, ЧЕМ 
МАЛЬЧИКИ, ЭТО РАССМАТРИВАЕТСЯ 
КАК СОЦИАЛЬНАЯ ПРОБЛЕМА, 
ТРЕРУЮЩАЯ СРОЧНОГО 
РЕШЕНИЯ. 
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Что дальше? 


ЭТО ВИДЕНИЕ ЗНАНИЯ, 
ОСВОБОЖДЕННОГО ОТ 
ПРАКТИКИ, КОТОРОЕ 

ПРИКАСАЕТСЯ К ИСТИНЕ 

И СВОБОДНО ОТ 

ПРОТИВОРЕЧИЙ. 


МНОГИЕ 
НЕСООТВЕТСТВИЯ 
МЕЖДУ ВИДЕНИЕМ И 
РЕАЛЬНОСТЬЮ ВЫПАЛИ 
ИЗ ПОЛЯ ЗРЕНИЯ. 


Философы, учителя и по- 
пуляризаторы преподно- 
сили математику в этом 
платоновском видении. 
Наука представлялась 
как применение мате- 
матических истин. Как 
часть этого представле- 
ния, вклад в математику 
неевропейских культур 
игнорировался или ис- 
кажался. 


На протяжении более чем тысячелетия в за- 
падной культуре доминирует платоновское 
видение математики. 


НЕСМОТРЯ НА ТО, 
ЧТО МАТЕМАТИЧЕСКИЕ 
ИССЛЕДОВАНИЯ «ОСНОВ» 
РАЗРУШИЛИ ТРАДИЦИОННЫЕ 
УБЕЖДЕНИЯ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ 
МЫСЛИ, РАЗВИТИЕ 
КОМПЬЮТЕРОВ ПРИВЕЛО 


«ЭМПИРИЧЕСКУЮ» 
ВЫЧИСЛИТЕЛЬНУЮ 
МАТЕМАТИКУ К НОВОМУ 
СИНТЕЗУ С ТЕОРИЕЙ. 
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Несмотря на широкую грамотность, достигнутую современным про- 
мышленным обществом, эффективное умение считать по-прежнему 
ограничивается социальной и культурной элитой. 


ОНИ ПРЕПЯТСТВУЮТ 
ШИРОКОМУ И ЗДОРОВОМУ 
ОБСУЖДЕНИЮ, 
КОТОРОЕ НЕОБХОДИМО _ |\ 
ДЛЯ РАЗРЕШЕНИЯ 
РАЗРУШИТЕЛЬНЫХ 
\ ПРОТИВОРЕЧИЙ НАШЕЙ 
ПРОМЫШЛЕННОЙ 
ЦИВИЛИЗАЦИИ. 


ВАЖНЕЙШИЕ АСПЕКТЫ 
ПО—ПРЕЖНЕМУ ОПИСЫВАЮТСЯ И 
УСТАНАВЛИВАЮТСЯ В ТЕРМИНАХ 
«МАГИЧЕСКИХ ЧИСЕЛ», 
ЗАЩИЩЕННЫХ ОТ КРИТИКИ 
РАРЬЕРОМ ЦИФР. 


Филип Дэвис 
Реувен Герш 


ВРЯД ЛИ ЕСТЬ ОБЛАСТЬ, 
В КОТОРУЮ МАТЕМАТИКА НЕ 
ПРОНИКЛА ИЛИ НЕ СМОГЛА 
ПРОНИКНУТЬ. ПОДОБНО ТОМУ, КАК 
ВСЕ МАТЕРИАЛЬНЫЕ ОБЪЕКТЫ, 
НЕЗАВИСИМО ОТ МЕСТОПОЛОЖЕНИЯ, 


В МИНУВШИЕ ДНИ ИДЕИ 
НАМЕРЕНИЯ, ЦЕЛИ, ГАРМОНИИ НАВЯЗЫВАЛИ 
РЕАЛЬНОСТЬ НАУКЕ, КОТОРАЯ БЫЛА 
ОСНОВАНА НА ЧЕЛОВЕЧЕСКИХ ЦЕННОСТЯХ, 


ПОДЧИНЯЮТСЯ ЗАКОНУ ГРАВИТАЦИИ, ТЕПЕРЬ ВСЕ ПОВЕРНУЛОСЬ ВСПЯТЬ, НАУКА 
МАТЕМАТИКА С ЕЕ СПОСОБНОСТЬЮ 5 В СВОИХ АБСТРАКТНЫХ МАТЕМАТИЧЕСКИХ 
| СПРАВЛЯТЬСЯ С КОЛИЧЕСТВОМ, ФОРМУЛИРОВКАХ НАВЯЗАЛА СВОЮ 
у ПРОСТРАНСТВОМ, ШАБЛОНАМИ, РЕАЛЬНОСТЬ ЧЕЛОВЕЧЕСКИМ ЦЕННОСТЯМ 


РАСПОЛОЖЕНИЕМ, СТРУКТУРОЙ, И ПОВЕДЕНИЮ. 

ЛОГИЧЕСКИМ ВЫВОДОМ СТАЛА, КАК в 

ХОТЕЛ ДЕКАРТ, ОБЪЕДИНЯЮЩЕЙ 
СИЛОЙ РАЗУМНОГО МИРА. 


В этих условиях нам всем необходимо знать и понимать неспособность 
математики (посредством науки) преодолевать неопределенности окру- 
жающего нас практического мира. Нам необходимо еще раз задуматься 
о подлинном знании и его достижении. 


Поэтому математика сталкивается с новыми проблемами. И гражданин 
играет важную роль в решении этих проблем. По словам епископа 
Беркли, всем... 


«СЛЕДУЕТ 
ИСПОЛЬЗОВАТЬ СВОЕ 
СУЖДЕНИЕ, БЕЗ СЛЕПОГО 
ИЛИ ПОДРАЗУМЕВАЕМОГО 
ПОКЛОНЕНИЯ ЛУЧШИМ 
МАТЕМАТИКАМ... 


> 


общих для всех нас. 


ВЫРАБОТКА 
НОВЫХ ПОДХОДОВ К 
ЖИЗНИ И ПОЗНАНИЮ, 
ВОВЛЕКАЮЩИХ ВСЕ 
НАРОДЫ И ВСЕ 
КУЛЬТУРЫ, ПОТРЕБУЕТ 
ИННОВАЦИЙ В НАШЕЙ 
СОЦИАЛЬНОЙ И 
НАУЧНОЙ ПРАКТИКЕ. 


В НИХ $ 
МАТЕМАТИКА, НАКОНЕЦ-ТО | 
ОСВОБОЖДЕННАЯ ОТ ЕЕ 
ЕВРОЦЕНТРИСТСКОГО И 
ПЛАТОНОВСКОГО ВИДЕНИЯ, 
ПОЛУЧИТ НОВУЮ РОЛЬ В 
ИСТОРИЧЕСКОМ ПРОГРЕССЕ, 
НОВЫЕ СИЛЫ, А ТАКЖЕ, ВНЕ /]! 
ВСЯКОГО СОМНЕНИЯ, НОВЫЕ 
ПАРАДОКСЫ. 
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Дальнейшее чтение 


Количество книг, популяризирующих математику, увеличивается в гео- 
метрической прогрессии; и порой невозможно выбрать из многообразия 
предложений. Итак, «гуманистический» взгляд на математику через при- 
зму ее истории, философии и практики вы найдете в книге Ф. Д. Дэвиса 
и Р. Херша Математический опыт и мечта Декарта (Харвестер, Брайтон, 
1981, 1986) ІР. Ј. Памі, В. Негвһ, Тһе Маһіһетайса! Ехрегіепсе апа 
"Оеѕсагїеѕ’ Огеат (Нагуевіег, Вгідһіоп, 1981, 1986)]; монументальное 
понимание - в книге М. Килина Математики в западной мысли (Пинг- 
вин, Лондон, 1972) ІМ. Кйіпе, Маќћетаїісѕ іп Меѕїегп Тһоидһ (Репдит, 
[опдоп, 1972)], который также представил первые систематические 
разоблачения подавленных конфликтов в основах математики в книге 
Математика: Потерянная определенность (Издательство Оксфордского 
университета, Оксфорд & Нью-Йорк, 1980) [Маќһетаїісѕ: Тһе 1055 ої 
Сегїаіпќу (Охюга Опіуегѕіќу Ргез$, Охѓога & Меми Үогк, 1980)]; а в своих 
многочисленных книгах Йен Стюарт распутывает сложности математи- 
ки и делает ее чуть более приятной: начните с Проблемы математики 
(Издательство Оксфордского университета, Оксфорд & Нью-Йорк, 1987) 
[РгоЩетз оҒ Маїћетаїісѕ (Охѓога Опіуегѕіїќу Ргез$, ОхҒога & Меми Уогк, 
1987)] и затем переходите к книге Волшебный лабиринт (Вейденфилд 
и Николсон, Лондон, 1998) [Тһе Мадіса! Маге (М/едепте!4 & Мсо(оп, 
Гопдоп, 1998)]. 


В книге Хохолок павлина (Пингвин, Лондон, 1990) [Тһе Сгеѕї оҒіһе 
Реасоск (Репдит, Гопаоп, 1990)] Джордж Г. Джозеф раскрывает «не- 
европейские корни математики»; Дональд Хилл представляет чита- 
емый отчет о мусульманской математике в книге Исламская наука 
и техника (Издательство Эдинбургского университета, Эдинбург, 1993) 
Пвіатіс Ѕсіепсе апа Еппіпеегіпо (Едіпригодћ Упм№ег$Ку Ргеѕѕ, Едіпригоһ 
1993); М. Ашер дает «мультикультурный взгляд на математические 
идеи» в книге Этноматематика (Брукс/Коул Паблишинг, Пасифик-Гров 
1990) [Еһ потаїћетаќісѕ (Вгоокѕ/Соіе Рибіѕћіпо, Расійс бгоуе, 1990)]; 
М. П. Клосс (редактор) проливает некоторый свет в книге Исконная 
американская математика (Издательство Техасского университета, 
Остин, 1986) [Маїіуе Атегісап Маһетаїсѕ (Опіхегѕіќу оҒ Техас Ргезз, 


Аиз{т, 1986)]; а Клаудиа Заславски прикладывает особые усилия, 
чтобы избавить читателя от Страха Математики (Ратгерс, Нью-Джерси, 
1994) [Реаг о! Маїһѕ (Киќдегѕ, Мем Јегѕеу, 1994)]. 


Саймон Сингх написал захватывающий рассказ, как была доказана 
Последняя Теорема Ферма (Четвертая Власть, Лондон, 1997) ГҒегта”5 
[аѕї Тһеогет (Ғоцгіһ Еѕќаїе, І опдоп, 1997)]; в книге Числовой смысл 
(Аллен Лейн, Лондон, 1997) [Тһе Митрег Ѕепѕе (АЦеп апе, опаоп, 
1997)], С. Деан исследует нейропсихологическое исследование мате- 
матического мышления; Дэвид Берлински берет читателя на Экскурсию 
по вычислениям (Мандарин, Лондон, 1996) [А Тоиг оѓ {Пе Саісиіиѕ 
(Мапдаагіп, Гопдоп, 1996)]; Зиауддин Сардар и Ивона Абрамс пред- 
ставляют остроумное руководство по Введению в хаос (Знак книги, 
Кембридж 1998) [Іпігоаисіпо Сһаоѕ (Ісоп Воокѕ, Сатобгідде, 1998)]; 
а Неопределенность и качество в науке для политики С. Фунтовица 
и Д. Равеца (Клувер, Дордрехт, 1990) [Опсегїаіпїу апа ОцаШу іп Ѕсіепсе 
ог Ройсу Бу 5. О. Ғипіомуіс2 апа Ј. В. Һауеі? (Кіимег, Оогагесћї, 1990)] 
содержит взгляд первооткрывателей на оценочные числа. Наконец, 
Математика для любознательных Питера Хиггинса (Издательство Ок- 
сфордского университета, Оксфорд & Нью-Йорк, 1998) [Маіћетаїісѕ 
Юг {Ве Сигіои һу Рщег Ніддіпѕ (Охѓога Опіуегѕќу Ргеѕѕ, Охѓога & Мем 
Үогк, 1998)] удовлетворит... ваше любопытство. 
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71 ШІ А 
Зиауддин Сардар просчитался и начал свою карьеру как физик, 
но затем, пройдя путь научного журналиста и телевизионного 
репортера, наконец утвердился в роли писателя и критика-куль- 
туролога. Всемирно известный мыслитель. Его многочисленные 
публикации включают Другое варварство [Вагбагіс Оїћегѕ], Пост- 
модернизм и другое [Роѕітосаегпіѕт апа те Отей и Кибербудушее 
[Субегїиїигеѕ], которые он создал совместно с Джерри Равецом. 


В серии книг Введение [Іпігоаисіпд] он также написал книги об ис- 
ламе, культурологии и хаосе. 


Джерри Равец — «философ широкого профиля» редкостной уникаль- 
ности. Доктор физико-математических наук, защитивший диссерта- 
цию в Кембридже. Входит в престижную рабочую группу по развитию 
понимания математики в обществе и написал классическую работу 
Научное знание и его социальные задачи [5сіепіїїс Кпомледде апа 
ІБ Ѕосіа[ РгоБіетѕ]. В прошлом преподаватель истории и философии 
науки в Университете Лидса. Инициировал изучение неопределен- 
ности и оценочных чисел в социальных и научных задачах. 


Борин Ван Лоон. Это его седь- 
мая работа в серии книг 
Введение [Іпігоаисіпо] для ИЛЛЮСТРАТОР оо 
Ісоп Воокѕ; перед этим он ил- йе 
люстрировал книги Дарвин [Рагиип] Джонатана Миллера, Г енені : 
Ж 


Зиа Сардара, а также (хотя и не хотел хвастать) Будда [Виана], 
Социология [Ѕосіоіоду] и Античная восточная философия [Апсіепі № 
Еавіегп РАЙозорв. Он писатель, иллюстратор и художник-сюрре- 
алист, автор коллажной росписи в Лондонском музее науки и по- 
тока бессознательных комиксов (охватывающих широкий спектр 
сюжетов, от множественных реальностей, определяемых квантовой 
теорией, до намазывания маслом пастернака), исходящих от его Га 
аристократических заостренных ушей. ә . “ м 
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Алфавитный 
указатель 


М-мерное пространство 120 


Абуль-Вафа 84 

Алгебра 62, 69, 71,73,77-79, 
88,91, 101, 122 

Алгебраические уравнения 46 

Ал-Каласади, Абу-л-Хасан 81 

Аль-Баттани 83 

Аль-Караджи 80 

Аль-Каши 81 

Аль-Маграби, Самау-аль-Яхья 
36,79 

Аль-Марвази 83 

Аль-Туси, Насир ад-Дин 86 

Аль-Хайям, Омар 81 

Аль-Хорезми 78 

Аналитическая геометрия 93, 
96, 102 

Арабские цифры 23, 89 

Аристотель 54 

Архимед 61 


Базовые арифметические 
операции 12 

Беббидж, Чарльз 41 

Беркли, Джордж 111-113, 170 

Биномиальная теорема 66 

Биномиальное расширение 80 

Бойяи, Янош 119 

Брахмагупта 71 

Булева алгебра 126, 128 

Буль, Джордж 126 

Бхаскара 68, 73 


Возведение в степень 33 
Вычислительные устройства 40 


Галуа, Эварист 122-124 
Гаусс, Карл Фридрих 168 
Гедель, Курт 138, 139, 141 
Гематрия 22 

Геометрия 59, 60, 81, 84, 91 
Герш, Реувен 170 


Двоичная система 9 

Действительные числа 30 

Декарт, Рене 22, 91, 93, 96, 101, 
170 

Джозеф, Джордж Гевергезе 165 

Дидро, Дени 114 

Диофант 87 

Дифференциальное и 
интегральное исчисление 96, 
100-103, 105, 107, 110 

Дробные числа 28, 77 

Дэвис, Филип 170 


Евклид 59, 61, 118 
Жермен, Софи 168 
Зенон 57, 58 


Ибн Юнус 85 

Интеграл 108, 109 

Интегрирование 105 

Иррациональные числа 29, 56, 
62, 71, 77, 90 


Калькулятор 40 

Кантор, Георг 72, 129, 131, 133, 
135, 136, 140 

Комбинаторный анализ 80 


Комплексные числа 30, 117, 143 
Константная функция 97 
Коперник, Николай 86 

Кун, Томас 113 


Лейбниц, Готфрид Вильгельм 6, 
40, 101, 108, 111 

Ли Е 65 

Лобачевский, Николай 119 

Логарифм 37, 38 

Лю Хуэй 63 


Магический квадрат 63 

Магический кубик 63 

Мандельброт, Бенуа 144 

Махавирачарья 72 

Машина Тьюринга 141 

Метод истощения 63, 70, 105 

Мириад 20 

Мнимые числа 30, 92, 116 

Множества 129, 131, 133, 134, 
152 

Множество Мандельброта 144 


Неевклидовы геометрии 60, 118, 
9 


Неопределенность 159, 160 
Непер, Джон 38 

Ноль 24-26 

Нулевая степень 36 

Ньютон, Исаак 101, 108, 111 


Отрицательные числа 28, 62, 90 
Оценочные числа 161 


Паскаль, Блез 40, 66 
Пиктограмма 8, 15 
Пифагор 55, 87 
Полиномиальная функция 98 
Прогрессия (арифметическая, 
геометрическая) 64 
Производная 103-105, 107, 109 
Простые числа 27, 149 
Птолемей 82 


Рассел, Бертран 136, 137, 139 
Рациональные числа 28 
Р-значение 154, 155 

Риман, Георг 119 

Римские цифры 21 


Сабит ибн Курра 85 
Саккери, Джироламо 118 
Совершенные числа 27 
Сриниваса Рамануджан,76 
Сумматор 40 


Таблица логарифмов 38, 39 
Теорема Геделя 139, 140 
Теорема о четырех красках 147 


Теорема Пифагора 55, 61, 62, 150 


Теорема Ферма 150 


Теория вероятностей 156, 158, 160 


Теория групп 122-125, 151 

Теория множеств 127 

Теория хаоса 144-146 

Теория чисел 85, 149-151 
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